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Prefazione

La fisica qantistica è una materia classica: sviluppata circa un secolo fa, è parte integrante
della formazione di un �sico da oltre cinquant’anni. Una sua singolare cara�eristica è quella
di essere tu�ora un argomento di ricerca di frontiera. Ancora più singolare è forse il fa�o che

alcuni dei risultati più recenti, con lo sviluppo della teoria dell’informazione quantistica a partire
dall’ultimo decennio del secolo scorso, riguardano non solo applicazioni, per quanto inaspe�ate, e
veri�che sperimentali, per quanto spe�acolari, ma toccano il nocciolo stesso della teoria.

L’insegnamento della �sica quantistica è però rimasto sorprendentemente stabile. Negli ultimi
anni sono comparsi numerosi eccellenti libri di testo, che seguono sostanzialmente l’impianto dei
testi classici scri�i intorno alla metà del Novecento, e cioè i tra�ati di Messiah1, Schi�2 (e, in misura
minore, Landau3 e Fermi4). L’impostazione di questi testi, ormai diventata tradizionale, presenta
la �sica quantistica come il naturale sviluppo della teoria dei quanti di Max Planck e Niels Bohr.
La �sica quantistica è vista come evoluzione di una meccanica ondulatoria, formulata in risposta
alla crisi della �sica classica che tra la �ne dell’O�ocento e l’inizio del Novecento ha portato alla
nascita della �sica atomica.

�esto libro parte dall’ipotesi che un approccio diverso, radicato negli sviluppi più recenti,
possa essere conce�ualmente più soddisfacente e dida�icamente più e�cace. In particolare, siamo
convinti che i principi della �sica quantistica siano più trasparenti se formulati come in qualunque
recente testo di informazione quantistica5, segnatamente, per sistemi con un numero �nito di gradi
di libertà. La meccanica quantistica è cos̀ı il risultato dell’applicazione di questi principi alle leggi di
base della meccanica, e può essere costruita a partire dalle proprietà di simmetria di quest’ultima.

A dire il vero, un punto di vista simile è alla base di alcune tra�azioni altre�anto classiche,
come il tra�ato di Dirac6 e i libri di testo di Sakurai7 e Go�fried8. Si tra�a però di libri avanzati,
in genere considerati di di�cile accessibilità, forse a dimostrazione del fa�o che quando sono stati
scri�i i tempi non erano maturi per un simile cambiamento di prospe�iva. Dopotu�o, la �sica è una
scienza sperimentale, e gli esperimenti che perme�ono di motivare la �sica quantistica moderna
— uno dei quali verrà ado�ato come punto di partenza di questo libro — hanno smesso di essere
esperimenti ideali e sono diventati reali solo nel corso degli ultimi dieci anni o poco più.

L’approccio ado�ato qui si basa su due presupposti. Il primo è che le simmetrie forniscono
il miglior principio organizzatore nella presentazione della �sica quantistica. Ciò suggerisce di
sviluppare la formulazione della meccanica inizialmente in una sola dimensione, per poi passare
allo studio di sistemi di più corpi e in più dimensioni. Il secondo è che i metodi algebrici sono
in generale più trasparenti rispe�o alle tecniche dell’analisi complessa. Ciò porta a privilegiare,

1A. Messiah, Mécanique quantique, Parigi, 1959.
2L.I. Schi�, �antum Mechanics, New York, 1949.
3L.D. Landau e E. Lifshitz, Kvantovaya mehanika, Mosca, 1947.
4E. Fermi, �antum Mechanics, Chicago, 1961.
5B. Schumacher e M. Westmoreland, �antum Processes, Systems, and Information, Cambridge, 2010.
6P.A.M. Dirac, �e Principles of �antum Mechanics, Oxford, 1930.
7J.J. Sakurai, Modern �antum Mechanics, Menlo Park, California, 1985.
8K. Go�fried, �antum Mechanics: Fundamentals, New York, 1966.
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in linea di massima, le tecniche operatoriali rispe�o alla risoluzione di equazioni di�erenziali, sia
nella formulazione della teoria, sia nella discussione delle sue applicazioni.

�esto libro si propone di fornire un’introduzione completa alla �sica quantistica. “Introdu-
zione” signi�ca che non si presuppone alcuna precedente esposizione alla meccanica quantistica
o al suo formalismo. Gli unici prerequisiti sono conoscenze di base di analisi matematica, geome-
tria analitica e algebra lineare (a livello dei primi due o tre semestri di qualunque corso di laurea
triennale europeo in ambito scienti�co), e una familiarità con il linguaggio della meccanica anali-
tica a livello elementare. “Completa” signi�ca che gli argomenti tra�ati coprono lo spe�ro di una
formazione di base in �sica quantistica non-relativistica e sono su�cienti per a�rontare corsi più
avanzati, ad esempio di teoria quantistica dei campi o di �sica della materia, senza che sia necessa-
rio un successivo corso di meccanica quantistica avanzata. La materia presentata si presta a essere
tra�ata nell’arco di due semestri, in ciascuno dei quali venga discusso il materiale contenuto in tre
delle sei sezioni in cui il testo è suddiviso.

La materia tra�ata è stata organizzata secondo un criterio dida�ico, anziché enciclopedico, se-
guendo il criterio di less is more: l’obie�ivo è fornire le idee e le tecniche che devono far parte
del bagaglio culturale di un �sico, piu�osto che un repertorio esaustivo di conoscenze e metodi.
La scelta dei temi a�rontati è basata sulla convinzione che l’insegnamento della meccanica quan-
tistica abbia una triplice motivazione. La prima è che la �sica quantistica fornisce un linguaggio
universale nella formulazione della �sica moderna. Sono quindi stati inclusi argomenti, come l’in-
tegrale funzionale o gli stati coerenti, che talvolta non fanno parte del curriculum di base, ma che
sono fondamentali per l’uso della �sica quantistica in altri contesti — nel caso speci�co, la teoria
quantistica dei campi e l’o�ica quantistica. La seconda è che la �sica quantistica è una rivoluzione
conce�uale che richiede un ripensamento radicale di ciò che ci si aspe�a da una teoria �sica. Ciò
porta a includere argomenti importanti per apprezzare la portata conce�uale delle idee quantisti-
che, quali il teorema di no cloning o la decoerenza. La terza è che la meccanica quantistica fornisce
un insieme di tecniche importanti per diverse applicazioni. Abbiamo quindi incluso, anche se a
livello estremamente introdu�ivo, argomenti necessari per applicazioni alla �sica della materia o
alla �sica nucleare e delle particelle, come la teoria dell’urto.

Abbiamo viceversa appena accennato, od omesso del tu�o, diversi argomenti che potrebbero
essere adeguatamente discussi solo in un corso monogra�co, per i quali facciamo quindi riferi-
mento a eccellenti testi recenti. In particolare, la teoria semiclassica della radiazione e uno studio
completo della teoria dell’urto9; la meccanica statistica quantistica10; la teoria dell’informazione
e della computazione quantistica11 e un approccio sistematico alla teoria dell’integrale funziona-
le12. La nostra tra�azione non ha pretese di rigore matematico: di nuovo, per una formulazione
matematicamente rigorosa della meccanica quantistica facciamo riferimento a testi specializzati13.

La �sica quantistica è un linguaggio, e come tu�i i linguaggi può essere appresa in modo e�cace
solo con la pratica. Lo svolgimento di esercizi e problemi ne è quindi parte integrante. Cionono-
stante, non abbiamo fornito una raccolta completa di problemi, in quanto ne esistono già numerose,
alle quali non abbiamo nulla da aggiungere. Abbiamo tu�avia incluso nel testo un piccolo numero
di esercizi svolti — una quarantina in tu�o — so�o forma di complementi. I complementi possono
essere fruiti in due modi: come esercizi svolti, appunto — a questo �ne ciascuno inizia con una pre-
cisa domanda —, oppure come discussione di argomenti e tecniche utili o addiri�ura indispensabili
per le applicazioni: in vista di ciò, ogni complemento porta un titolo. Al termine del testo abbia-
mo inoltre incluso dieci test di autovalutazione: i primi cinque relativi agli argomenti tra�ati nelle
9S. Weiberg, Lectures on �antum Mechanics, (seconda edizione), Cambridge, 2015.
10M. Kardar, Statistical Phsyics of Particles, Cambridge, 2007.
11B. Schumacher e M. Westmoreland, op. cit.; N.D. Mermin, �antum Computer Science, Cambridge, 2007.
12J. Zinn-Justin, Path Integrals in �antum Mechanics, Oxford, 2005.
13J. Glimm e A. Ja�e, �antum Physics, New York, 1981; J. Dimock, �antum Mechanics and �antum Field �eory,

Cambridge, 2011.
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prime tre parti del testo, e gli altri relativi alle ultime tre parti. Si tra�a di collezioni di esercizi che
possono essere pensati come testi di esame o autoesame. Il loro svolgimento perme�e di veri�care
la comprensione di tu�i o quasi i principali metodi e applicazioni, escludendo soltanto i temi più
conce�uali.

Per quanto possa discostarsi dalle tra�azioni precedenti, qualunque presentazione di un argo-
mento classico si basa sulla le�eratura preesistente, e questo libro non fa eccezione. In generale,
non forniremo riferimenti bibliogra�ci alla le�eratura originale; le nostre fonti principali sono i
numerosi tra�ati e testi, a cominciare da quelli classici già citati di Landau, Fermi, Dirac, Sakurai
e Go�fried, nei confronti dei quali questo libro ha un debito importante. Un debito altre�anto im-
portante è nei confronti dei circa mille studenti che, nel corso degli anni, hanno seguito un corso di
meccanica quantistica basato su questi punti di vista presso l’Università di Milano. Sono stati una
fonte di dubbi, domande, curiosità e idee che hanno contribuito in modo essenziale a questo testo.
Ci auguriamo che questo libro ca�uri anche un po’ del loro interesse e del loro entusiasmo.

•

Il lavoro di elaborazione che ha portato a questo testo è durato diversi anni. Siamo riconoscenti a
molti colleghi, do�orandi e studenti che, nel corso del tempo, hanno espresso commenti e critiche,
segnalato errori e imprecisioni, e suggerito miglioramenti: in particolare Simone Alioli, Stefano
Carrazza, Stefano Di Vita, Riccardo Fabbricatore, Giancarlo Ferrera, Claudio Muselli, Emanuele
R. Nocera, Maria Giulia Ra�i, German Sborlini, Giovanni Stagni�o, Alessandro Vicini. Ringra-
ziamo il team editoriale di Zanichelli, per l’aiuto preciso e puntuale nella preparazione del testo
�nale. È quasi super�uo aggiungere che gli inevitabili errori e imprecisioni restanti sono nostra
responsabilità.
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1
Introduzione

La nascita della �sica quantistica segna una ne�a cesura con tu�a la �sica precedente. La
traie�oria della �sica classica, che comprende meccanica ed ele�romagnetismo, si conclude
all’inizio del Novecento, con la formulazione dell’ele�rodinamica relativistica e della relati-

vità generale, la teoria di campo classica della gravità. La �sica quantistica cambia completamente
questo quadro conce�uale. Cambia infa�i, nell’ambito delle teorie �siche, il signi�cato di predi�i-
vità e di realtà. Cambia il signi�cato di predi�ività perché uno dei principi della �sica quantistica
è che la �sica non può, in generale, prevedere gli eventi futuri, ma solo calcolarne la probabilità.
Cambia il conce�o di realtà perché la �sica quantistica è incompatibile con il “realismo locale”, cioè
con il principio (in cui Einstein fermamente credeva) per cui i risultati delle misure eseguite sui
sistemi �sici devono essere la manifestazione di proprietà ogge�ive possedute dagli ogge�i prima
di venir misurate.

�esti cambiamenti conce�uali modi�cano di fa�o anche il conce�o di teoria �sica fonda-
mentale, poiché inevitabilmente superano il riduzionismo meccanico che aveva portato Maxwell
a sperare, sulla falsariga della riduzione della termodinamica a meccanica statistica, che l’ele�ro-
magnetismo potesse essere ricondo�o alla meccanica. La �sica quantistica sostituisce l’ipotesi che
tu�a la �sica sia riducibile alla meccanica con un insieme di principi universali, che devono es-
sere soddisfa�i da qualunque teoria. Da questo punto di vista, la portata della �sica quantistica
è simultaneamente maggiore e minore di quella della meccanica classica. Maggiore, perché la �-
sica quantistica fornisce una grammatica universale: un insieme di principi che qualunque teoria
�sica deve soddisfare. Minore, dal momento che è un insieme di regole privo di contenuti: una
grammatica, appunto.

L’applicazione del linguaggio della �sica quantistica a speci�ci sistemi �sici porta alla mecca-
nica quantistica, alla teoria quantistica dei campi, all’o�ica quantistica e cos̀ı via. Allo stato a�uale
delle nostre conoscenze non esiste �sica non quantistica: le regole della �sica quantistica hanno
validità universale. Al più, possono esistere sistemi la cui natura quantistica è nascosta. Per que-
sti sistemi una descrizione classica risulta adeguata e fornisce una buona approssimazione di un
comportamento quantistico che sarebbe visibile, almeno in linea di principio, eseguendo misure
su�cientemente precise.

La �sica quantistica è nata all’inizio del Novecento dall’impossibilità di spiegare classicamente
alcuni risultati sperimentali relativi alla �sica atomica e all’interazione fra radiazione ele�roma-
gnetica e materia alla scala atomica. Ciò è dovuto al fa�o che gli e�e�i quantistici si manifestano
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in sistemi con pochi gradi di libertà (in un senso che sarà precisato più avanti), ben isolati dall’am-
biente, ma gli speci�ci ambiti in cui la scoperta è avvenuta, per l’appunto quelli della �sica atomica
e dell’interazione radiazione-materia, rivestono un ruolo accidentale. �esta origine storica della
�sica quantistica ha contribuito a renderla una materia particolarmente ostica: il suo già dirompen-
te contenuto conce�uale si è infa�i combinato con un insieme di complicazioni tecniche legate alla
natura particolarmente complessa dei sistemi atomici, nei quali le leggi fondamentali della �sica
quantistica si manifestano solo in modo indire�o.

La meccanica quantistica è spesso descri�a come incomprensibile, talvolta citando Feynman,
che, facendo lezione a un pubblico di profani negli anni ’60, diceva “ritengo di poter a�ermare che
nessuno capisce la meccanica quantistica”1, oppure Niels Bohr, che discutendo con Heisenberg e
Pauli nello stesso periodo diceva “chi non è sconcertato dalla meccanica quantistica non può averla
capita”2. Tu�avia, quello che sia Feynman sia Bohr intendevano realmente dire è che cercare di
comprendere la �sica quantistica in termini classici è vano, e che non si può far altro che prendere
a�o della sua irriducibilità conce�uale.

�ello che cinquant’anni fa appariva di�cile da acce�are è ora patrimonio comune: la presunta
incomprensibilità della �sica quantistica è retaggio del passato. Gli sviluppi sperimentali e teorici
degli ultimi anni hanno infa�i progressivamente portato non solo alla convinzione della validità
universale dei principi quantistici, ma anche alla loro ingegnerizzazione. Nel ventunesimo secolo
si capisce la �sica quantistica abbastanza bene da poterla me�ere alla prova in modo so�ile e raf-
�nato, tanto da sfru�arne proprio gli aspe�i più sorprendenti, come la natura fondamentalmente
stocastica e il fallimento del realismo locale, per sviluppare applicazioni tecnologiche.

Oggi abbiamo la fortuna di poter vedere l’edi�cio della meccanica quantistica nel suo comples-
so e di poter costruire la �sica quantistica a partire dai suoi principi primi, che sono stati sogge�i
a veri�che sperimentali accurate e convincenti. �i seguiremo questo cammino: il nostro punto
di partenza saranno alcuni esperimenti recentemente realizzati, che espongono in modo inequivo-
cabile i principi della �sica quantistica. In questo modo seguiremo la strada tracciata proprio da
Feynman, per il quale questi esperimenti erano ancora in gran parte ideali.

Nella prima parte del testo questi esperimenti ci serviranno a formulare i principi della �sica
quantistica nella loro forma matematicamente più semplice: il formalismo sarà sviluppato facendo
esplicito riferimento a sistemi con un numero �nito di stati, e spesso a sistemi di un singolo qubit.
Nella seconda parte passeremo quindi alla formulazione della meccanica quantistica, a partire da
uno studio del modo in cui le simmetrie sono realizzate in meccanica classica. Nella terza parte
la meccanica quantistica sarà studiata nel caso unidimensionale, a partire dalla particella libera �-
no ad arrivare al classico problema delle piccole oscillazioni a�orno a un minimo stabile, ossia il
problema del moto armonico. Nella quarta parte introdurremo il conce�o di spazi prodo�o diret-
to, che ci perme�erà di a�rontare problemi multidimensionali, il problema dei due corpi e, dopo
un’ampia discussione del momento angolare, il classico problema dello studio di potenziali idro-
genoidi. Passeremo quindi nella quinta parte a uno studio dei principali metodi di approssimazio-
ne: l’approssimazione semiclassica, che ci perme�erà di introdurre la formulazione alla Feynman
della meccanica quantistica, la teoria delle perturbazioni indipendenti dal tempo, e la teoria delle
perturbazioni dipendenti dal tempo e le basi della teoria dell’urto. In�ne, nella sesta parte a�ron-
teremo brevemente le situazioni di problemi multidimensionali non separabili: particelle identiche
e statistiche quantistiche, problema dell’entanglement e disuguaglianze di Bell.

1R.P. Feynman, �e Character of Physical Law, Cambridge, Massachuse�s, 1965, capitolo 6.
2W. Heisenberg, Der Teil und Das Ganze, Piper, München, 1969, capitolo 17.



Parte I

Le basi della fisica qantistica



2
Conce�i fondamentali

La formulazione della �sica quantistica è storicamente il risultato di un cammino lungo e tor-
tuoso. L’insieme di principi fondamentali risultante tu�avia è semplice e compa�o, anche se
molto sorprendente. Come so�olineato da Feynman1, questi principi emergono chiaramente

in un esperimento rimasto a lungo ideale: l’esperimento della doppia fenditura. Solo una modi�ca
delle leggi fondamentali della �sica perme�e di spiegare i risultati di questo esperimento. L’espe-
rimento della doppia fenditura oggi non è più ideale. Seguendo Feynman, lo prenderemo come
punto di partenza della nostra discussione: dopo una descrizione di una sua recente e abbastanza
spe�acolare realizzazione, costruiremo il formalismo che ci perme�e di descriverne i risultati.

2.1 Le basi sperimentali della fisica qantistica
Dopo essere rimasto a lungo un esperimento ideale, l’esperimento della doppia fenditura è stato
realizzato nella seconda metà del Novecento usando fasci di particelle subatomiche. Ciò può lasciare
il dubbio che il controintuitivo comportamento osservato sia legato alle proprietà delle particelle e
non alle leggi fondamentali della �sica, e fa s̀ı che la sua interpretazione possa prestarsi a diverse
obiezioni. All’inizio del XXI secolo, l’esperimento è stato realizzato da A. Zeilinger e collaboratori2
usando molecole giganti, ossia ogge�i semi-macroscopici (mesoscopici).

2.1.1 L’esperimento di Zeilinger

L’esperimento che descriviamo è un esperimento di di�usione. Una sorgente eme�e delle particelle
in direzione di una parete impermeabile con due fenditure. A una certa distanza da questa parete
è posto uno schermo. Le particelle che non vengono fermate dalla parete passano a�raverso le
fenditure e colpiscono lo schermo. Possiamo quindi misurare il numero di particelle che arrivano
in diversi punti dello schermo con una, o l’altra, o entrambe le fenditure aperte.

Chiediamoci che cosa ci aspe�iamo di vedere sullo schermo se le particelle sono ogge�i classici
— ad esempio, palline da ping-pong, o granelli di sabbia, sparati uno per uno contro lo schermo.
1R.P. Feynman, op. cit.; R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands, �e Feynman Lectures on Physics, Reading, Massachuse�s,
1965.

2O. Nairz, M. Arndt e A. Zeilinger, Am. J. Phys. 71 (2003) 319.
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Figura 2.1. Distribuzione delle probabilità nel caso di granelli di sabbia.

Supponiamo che la velocità e la direzione iniziale dei granelli non siano note esa�amente, ma ne
sia nota solo una distribuzione di probabilità: ciascun granello di sabbia ha una certa probabilità di
essere sparato in una data direzione con una velocità �ssata. A questa distribuzione di probabilità
corrisponde una distribuzione di risultati sullo schermo (si veda la Fig. 2.1). Facciamo l’ipotesi che
i granelli di sabbia siano sparati uno per volta, e che interagiscano solo con lo schermo, ad esempio
realizzando l’esperimento nel vuoto, in modo che non possano esserci interazioni con l’aria, o con
l’ambiente. In tal caso, la distribuzione di risultati sullo schermo ri�e�e la distribuzione iniziale di
velocità, l’urto dei granelli con lo schermo, e nient’altro.

Possiamo misurare questa distribuzione di risultati contando quanti granelli arrivano in ogni
punto dello schermo. Basta ripetere l’esperimento un numero molto grande di volte — accertan-
doci che ogni ripetizione sia assolutamente identica. Facendo il gra�co dei risultati determiniamo
la probabilità che il granello colpisca lo schermo in ogni punto. È chiaro che la distribuzione o�e-
nuta con entrambe le fenditure aperte è la media delle distribuzioni corrispondenti al caso in cui è
aperta ciascuna delle due fenditure, pesata con la probabilità che il granello passi proprio da quella
fenditura.

Se chiamiamo P(A → Ck ) la probabilità che un granello di sabbia arrivi in Ck sullo schermo
partendo dalla sorgente A, P(A → Bi ) la probabilità che arrivi alla fenditura Bi partendo dalla
sorgente, e P(Bi → Ck ) la probabilità che arrivi in Ck partendo dalla fenditura Bi , abbiamo:

P(A→ Ck ) = P(A→ B1)P(B1 → Ck ) + P(A→ B2)P(B2 → Ck ). (2.1)

Per dimostrarlo, osserviamo che il numero totale di granelli di sabbia rivelati in un punto qualunque
dello schermo è la somma di quelli che vi sono arrivati passando per la prima fenditura, più quelli
che invece sono passati per la seconda:

N (A→ Ck ) =
2∑
i=1

N (Bi → Ck ), (2.2)

avendo chiamato N (A→ Ck ) il numero totale di granelli arrivati inCk , e N (Bi → Ck ) il numero di
quelli che vi sono arrivati passando per Bi . Ma la probabilità P(A→ Ck ) non è altro che il numero
di granelli rivelati in Ci , diviso per il numero totale di granelli:

N (A→ Ck ) = NtotP(A→ Ck ), (2.3)

cos̀ı come la probabilità P(A→ Bi ) è

N (A→ Bi ) = NtotP(A→ Bi ). (2.4)
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Figura 2.2. I sessanta atomi di carbonio che formano la molecola del fullerene formano i vertici di
un icosaedro troncato, il solido archimedeo che ha fa�o da modello a numerosi palloni da calcio.
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molecole di 

fullerene

Sele!ore di 
velocità
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7 !m 7 !m

Schermo 
100 nm

Rivelatore

1.25 m

1.04 m
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Figura 2.3. Apparato sperimentale usato da Zeilinger e collaboratori nell’esperimento di
di�razione con molecole di fullerene.

A sua volta, la probabilità che un granello arrivi inCi passando da Bj si o�iene dividendo il numero
di granelli giunti in Ci a�raverso Bj per il numero totale di granelli passati per Bj :

N (Bi → Ck ) = N (A→ Bi )P(Bi → Ck ). (2.5)

La regola di composizione delle probabilità della Eq. (2.1) si o�iene immediatamente sostituendo le
espressioni dei numeri di granelli delle Eq. (2.3-2.5) in termini di probabilità nella Eq. (2.2).

Zeilinger ha realizzato questo esperimento usando molecole di fullerene (C60). Si tra�a di mo-
lecole giganti, fa�e di 60 atomi di carbonio disposti lungo i vertici di un icosaedro troncato, come
mostrato in Fig. 2.2. Il diametro di ogni molecola è dell’ordine di 10 Å, cioè 1 nm = 10−9 m. Si tra�a
quindi di ogge�i mesoscopici, la cui taglia è parecchio più piccola di quella di un granello di sabbia,
il cui diametro è dell’ordine del decimo di millimetro (10−4 m), ma un centinaio di volte più grande
di un atomo di idrogeno. L’apparato sperimentale è mostrato schematicamente in Fig. 2.3.

Le molecole vengono emesse con una velocità media di 200 m/s da una sorgente, e passano ini-
zialmente a�raverso un collimatore e un sele�ore di velocità: il primo riduce la dispersione spaziale
delle molecole, e il secondo ne riduce la dispersione in velocità. In sostanza, le molecole hanno tu�e
circa la stessa direzione e la stessa velocità. Le molecole passano quindi a�raverso uno schermo in
cui sono praticate più fenditure e colpiscono in�ne uno schermo rivelatore in cui ne viene rivelata
la posizione. La distanza tra la sorgente e lo schermo con le fenditure è simile a quella tra esso e lo
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Figura 2.4. Risultati sperimentali dell’esperimento di Zeilinger; la curva è un’interpolazione
numerica (dati da Nairz et al. (2003)2).

schermo rivelatore e pari a circa un metro. Lo schermo con le fenditure è di nitruro di silicio (SiN),
è spesso 200 nm e ha fenditure larghe di 55 nm e distanziate tra loro 100 nm. Parte della di�coltà
dell’esperimento consiste nella realizzazione di questo schermo: è necessario infa�i che le fenditu-
re siano su�cientemente ampie da perme�ere il passaggio delle molecole. D’altra parte, per capire
come interpretare i risultati dell’esperimento è necessario che le fenditure siano su�cientemente
stre�e perché ciascuna di esse possa essere vista come se fosse una sorgente puntiforme di mole-
cole. L’ampiezza della fenditure deve essere quindi dello stesso ordine di grandezza del diametro
delle molecole, ma tale da consentirne il passaggio: cosa tecnologicamente non facile da realizzare.

La posizione delle molecole quando incidono sul rivelatore viene determinata utilizzando un
fascio laser, dire�o parallelamente allo schermo, ma perpendicolarmente alla direzione delle par-
ticelle — cioè, facendo riferimento alla Fig. 2.1, dire�o perpendicolarmente al piano della �gura,
in corrispondenza del rivelatore. Il fascio ha una larghezza di 2 µm. Ogni volta che una molecola
colpisce il rivelatore in corrispondenza del fascio laser, viene ionizzata da quest’ultimo; la molecola
ionizzata è de�essa da un campo ele�rico e genera cos̀ı un segnale che perme�e il conteggio delle
molecole. Il fascio viene spostato lungo il rivelatore in passi di 8 µm: la distribuzione di probabilità
si o�iene dal conteggio delle molecole rivelate dal laser in un certo intervallo di tempo in ognuno
dei punti campionati.

È importante notare che la distribuzione di probabilità si riferisce a eventi singoli: in ogni caso il
rilevatore osserva una sola molecola. Il fa�o che siano osservati eventi singoli è una cara�eristica
unica dell’esperimento di Zeilinger. Esperimenti di questo genere erano infa�i stati realizzati in
precedenza con fasci di particelle: in tal caso, può sorgere il dubbio che il comportamento osservato
sia una proprietà colle�iva delle particelle del fascio, che interagiscono fra loro.

Nell’esperimento di Zeilinger si osserva il comportamento di una particella per volta: ogni
conteggio corrisponde a una singola molecola, emessa dalla sorgente, passata a�raverso lo schermo
con le fenditure, e rivelata in corrispondenza dello schermo �nale. Infa�i il �usso di molecole è di
3×109 cm−2 s−1, che corrisponde a una distanza media tra le molecole di 200 µm, 105 volte il raggio
della singola molecola, e oltre 1000 volte maggiore della massima portata delle forze tra molecole
(forze di van der Waals), che è al massimo di circa 100 nm. È quindi esclusa qualunque interazione
tra diverse molecole: l’esperimento è a tu�i gli e�e�i eseguito osservando una molecola alla volta.

Il risultato dell’esperimento è rappresentato in Fig. 2.4: la distribuzione dei conteggi di mo-
lecole sul rivelatore sembra fornire una �gura d’interferenza. �esto è il comportamento che si
osserverebbe se a�raverso le fenditure passassero le onde di un �uido.
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A
Test di autovalutazione

A.1 La particella libera
Considerare una particella libera di massa m in una dimensione, la cui funzione d’onda al tempo
t = 0 nella base delle coordinate sia data da

〈x |ψ 〉 = N f (x), (A.1)

dove
f (x) ≡ eik0xe−αx

2/2, N ≡
(α
π

) 1
4
, (A.2)

e α e k0 sono numeri reali positivi.
1. Determinare i valori medi degli operatori posizione e impulso e le loro indeterminazioni nello

stato dato.

2. Determinare i valori medi degli operatori posizione e impulso e le loro indeterminazioni a
qualunque tempo successivo t .

3. Sviluppare la funzione d’onda del sistema su una base di autofunzioni dell’energia, e scriverne
l’espressione a qualunque tempo t .

4. Dimostrare che la funzione d’onda al tempo t si può scrivere come

ψ (x , t) = eiλ(t )N̄ f̄ (x , t), (A.3)

dove la fase λ(t) è una funzione reale del tempo e dei parametri del problema,

N̄ = N√
z(t)

(A.4)

e f̄ (x , t) si o�iene dalla funzione f (x) della Eq. (A.2) mediante le due sostituzioni

x → x(t) ≡ x − ~k0
m

t , α → α(t) ≡ α

z(t) , (A.5)

dove z(t) è una funzione complessa del tempo e dei parametri del problema. Determinare le
funzioni λ(t) e z(t).
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5. Scrivere la densità di probabilità dei risultati di una misura di posizione al tempo t , e utilizzare il
risultato per determinare l’indeterminazione in posizione a ogni tempo. Confrontare il risultato
con il punto 2.

6. Determinare il valor medio dell’operatore i~ ∂
∂t nello stato in cui il sistema si trova al tempo t .

7. Determinare la densità di probabilità di posizione nel limite α → ∞ sia al tempo t = 0 che a
qualunque altro tempo t . Commentare il risultato alla luce del principio di indeterminazione.

A.2 Il potenziale lineare
Sia data la hamiltoniana che descrive il moto di una particella sogge�a a una forza costante (po-
tenziale lineare):

H =
p̂2

2m + κx̂ , (A.6)

dove x̂ e p̂ sono i consueti operatori posizione e impulso, e κ è una costante reale positiva.

1. Determinare i seguenti commutatori

[H , p̂], [H , x̂], [H , p̂2], [H , x̂2] (A.7)

e discutere quali tra i seguenti operatori possono essere diagonalizzati simultaneamente: H , x̂ ,
p̂, T , V , dove T e V sono, rispe�ivamente, l’energia cinetica e l’energia potenziale.

2. Determinare la dipendenza dal tempo degli operatori T e V (energia cinetica e potenziale) in
rappresentazione di Heisenberg sia in forma di�erenziale che integrale, confrontare i risultati
tra di loro, e interpretare il risultato in termini della proprietà di invarianza della hamiltoniana.

3. Discutere la dipendenza dal tempo di x̂ e p̂, o�enuta al punto precedente, in termini delle
proprietà di invarianza della hamiltoniana (A.6). Determinare l’e�e�o della trasformazione
generata dall’operatore x̂ sulla hamiltoniana, e interpretare il risultato.

4. Determinare le autofunzioni della hamiltoniana della Eq. (A.6)

H |ψE〉 = E |ψE〉 (A.8)

nella base degli impulsi, ossia come funzioni

〈p |ψE〉 = ψE (p). (A.9)

5. Determinare la dipendenza dal tempo dell’operatore A = x̂p̂. Calcolare inoltre

d

dt
〈ψE |x̂p̂ |ψE〉, (A.10)

dove |ψE〉 sono gli autostati di energia della Eq. (A.8).

6. Usare il risultato della domanda precedente per dimostrare che 〈ψE |T |ψE〉 e 〈ψE |V |ψE〉 sono
proporzionali e determinare il coe�ciente di proporzionalità.
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9 Matrice densità in assenza di informazione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

10 Delta di Dirac di una funzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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