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Prefazione

A differenza della meccanica di Newton, dell’elettrodinamica di Maxwell o della relatività
di Einstein, la teoria quantistica non è stata sviluppata — né tantomeno formulata in
modo definitivo — da un singolo individuo, e conserva ancora oggi alcune delle cicatrici
del suo esaltante ma traumatico primo periodo. Non c’è un consenso generale su quali
siano i suoi principi fondamentali, come dovrebbe essere insegnata o che cosa realmente
significhi. Ciascun fisico competente può fare meccanica quantistica, ma le storie che
ci raccontiamo su quello che stiamo facendo sono varie come i racconti di Sheherazade,
e poco plausibili. Niels Bohr diceva, «Se non sei confuso dalla meccanica quantistica
allora non l’hai capita davvero»; Richard Feynman osservava, «Credo di poter dire con
sicurezza che nessuno capisce la meccanica quantistica».

Lo scopo di questo libro è insegnare come fare meccanica quantistica. A parte un’in-
troduzione essenziale nel Capitolo 1, le domande quasi-filosofiche più profonde sono
lasciate per le conclusioni. Non crediamo che si possa discutere in modo intelligente di
che cosa significa la meccanica quantistica fin quando non si comprende bene che co-
sa la meccanica quantistica fa. Ma se proprio non volete aspettare, potete leggere la
postfazione dopo aver finito il Capitolo 1.

La teoria quantistica non è solo ricca concettualmente, è anche difficile tecnicamente,
e le soluzioni esatte sono rare, a parte gli esempi artificiosi dei libri di testo. Pertanto
è essenziale sviluppare tecniche speciali per affrontare problemi più realistici. Di conse-
guenza questo libro è diviso in due parti:[1] la Parte I copre la teoria di base, mentre la
Parte II contiene un arsenale di schemi di approssimazione, con applicazioni illustrative.
Sebbene sia importante mantenere le due parti logicamente separate, non è necessario
studiare il materiale nell’ordine presentato. Alcuni docenti, per esempio, preferiscono
trattare la teoria delle perturbazioni indipendenti dal tempo subito dopo il Capitolo 2.

Questo libro è pensato per corsi annuali o semestrali a livello di laurea triennale. Un
corso semestrale si dovrà concentrare prevalentemente sulla Parte I ; un corso annuale
dovrebbe avere tempo sufficiente per la Parte II e per del materiale supplementare. Il
lettore dovrebbe conoscere rudimenti di algebra lineare (come riassunto nell’Appendice),
numeri complessi e analisi matematica fino alle derivate parziali; sarebbe utile anche
avere familiarità con l’analisi di Fourier e con la funzione delta di Dirac. La meccanica
classica elementare è essenziale, naturalmente, e un po’ di elettrodinamica sarebbe utile
in alcuni punti. Come al solito, più matematica e fisica si conoscono più facile sarà lo
studio e maggiore la comprensione. Ma la meccanica quantistica non è qualcosa che
segue in modo regolare e naturale dalle teorie antecedenti. Al contrario, rappresenta una

[1] Questa struttura è ispirata al testo classico Introduction to the Quantum Theory di David Park,
terza edizione, McGraw-Hill, New York (1992).
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repentina e rivoluzionaria deviazione dalle idee classiche, e genera un modo di pensare
il mondo completamente nuovo e radicalmente contro-intuitivo. Questo, di fatto, è ciò
che rende questo argomento affascinante.

A una prima occhiata, questo libro potrebbe colpire per via della matematica proi-
bitiva. Incontriamo i polinomi di Legendre, Hermite e Laguerre, le armoniche sferiche,
le funzioni di Bessel, Neumann e Hankel, le funzioni di Airy, e anche la funzione zeta di
Riemann — per non parlare di trasformate di Fourier, spazi di Hilbert, operatori her-
mitiani, e coefficienti di Clebsch-Gordan. Tutto questo bagaglio è davvero necessario?
Forse no, ma la fisica è come la falegnameria: usare lo strumento giusto rende il lavoro
più facile, non più difficile, e insegnare la meccanica quantistica senza gli appropriati
strumenti matematici è come estrarre un dente con un paio di pinze — si può fare, ma
è difficoltoso. (D’altra parte, un docente che si senta obbligato a fare elaborate lezioni
sull’uso di ciascuno strumento può risultare tedioso e alienante. La nostra idea è quella di
dare a chi studia il badile e dire loro di iniziare a scavare: potrebbero sviluppare vesciche
all’inizio, ma tuttora crediamo che questo sia il modo più efficiente ed eccitante di ap-
prendere.) In ogni caso, possiamo assicurarvi che non c’è matematica avanzata in questo
libro: se incontrate qualcosa di non familiare e non trovate una spiegazione adeguata,
chiedete a qualcuno o cercatelo. Ci sono molti buoni libri sui metodi matematici — in
particolare raccomandiamo Mary Boas, Mathematical Methods in the Physical Sciences,
terza edizione, Wiley, New York (2006), oppure George Arfken e Hans-Jurgen Weber,
Mathematical Methods for Physicists, settima edizione, Academic Press, Orlando (2013).
Ma qualunque cosa decidiate, non permettete alla matematica — che per noi è solo uno
strumento — di oscurare la fisica.

Diversi lettori hanno osservato che ci sono meno esempi svolti del solito in questo
libro, e che materiale importante è relegato nei problemi. Questo non è un caso. Noi
crediamo che non si possa apprendere la meccanica quantistica senza fare esercizi da soli.
Naturalmente chi insegna dovrebbe rivedere i problemi in classe, per quanto possibile,
e chi studia dovrebbe aver presente che questa non è una materia in cui chiunque può
avere intuizioni naturali — state per sviluppare un insieme di muscoli completamente
nuovo, e non c’è alcun sostituto alla ginnastica. Mark Semon ci ha suggerito di offrirvi
una “Guida Michelin” per i problemi, con un numero diverso di stelle a indicare il livello
di difficoltà e importanza. Ci è sembrata una buona idea (sebbene, proprio come la
qualità dei ristoranti, l’importanza di un problema sia in parte una questione di gusto)
e abbiamo adottato il seguente schema di valutazione:

* un problema essenziale che ogni lettore dovrebbe studiare;

** un problema un po’ più difficile o marginale;

*** un problema particolarmente impegnativo, che può richiedere più di un’ora.

(L’assenza di stelle indica un fast food: va bene se siete affamati, ma non è realmente
nutriente.) La maggior parte dei problemi a una stella si trova alla fine dei paragrafi
rilevanti; la maggior parte dei problemi a tre stelle è alla fine del capitolo. Per indicare
la necessità di un computer, mettiamo un topolino (mouse) a margine.

Nel preparare questa terza edizione abbiamo cercato di mantenere il più possibile lo
spirito della prima e della seconda. Sebbene ci siano ora due autori, usiamo ancora il
singolare (“io”) nel rivolgerci al lettore — dà un senso di maggiore confidenza, e in fin
dei conti parliamo uno alla volta (“noi” nel testo significa tu, il lettore, e io, l’autore, che
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lavoriamo insieme). Schroeter porta la nuova prospettiva di un teorico dello stato solido,
ed è principalmente responsabile per il nuovo capitolo sulle simmetrie. Abbiamo aggiunto
un certo numero di problemi, chiarito molte spiegazioni, e revisionato la postfazione.
Ma eravamo determinati a non aumentare eccessivamente le dimensioni del libro, e
quindi abbiamo eliminato il capitolo sull’approssimazione adiabatica (spunti significativi
di quel capitolo sono stati inclusi nel Capitolo 11) e rimosso il materiale sulla meccanica
statistica dal Capitolo 5 (che è più indicata per un libro di termodinamica). Non c’è
bisogno di dire che i docenti possono coprire altri argomenti che ritengono adatti, ma
vogliamo che il testo rappresenti il nucleo essenziale della materia.

Abbiamo beneficiato dei commenti e consigli di molti colleghi, che hanno letto il
manoscritto originale, indicato punti deboli (o errori) nelle prime due edizioni, sugge-
rito miglioramenti nella presentazione, e fornito problemi interessanti. In particolare
ringraziamo P. K. Aravind(Worcester Polytech), Greg Benesh (Baylor), James Bern-
hard (Puget Sound), Burt Brody(Bard), Ash Carter (Drew), Edward Chang (Massachu-
setts), Peter Collings (Swarthmore), Richard Crandall (Reed), Jeff Dunham (Middlebu-
ry), Greg Elliott (Puget Sound), John Essick(Reed), Gregg Franklin (Carnegie Mellon),
Joel Franklin (Reed), Henry Greenside (Duke), Paul Haines (Dartmouth), J. R. Huddle
(Navy), Larry Hunter (Amherst), David Kaplan (Washington), Don Koks (Adelaide),
Peter Leung (Portland State), Tony Liss (Illinois), Jeffry Mallow (Chicago Loyola), Ja-
mes McTavish (Liverpool), James Nearing (Miami), Dick Palas, Johnny Powell (Reed),
Krishna Rajagopal (MIT), Brian Raue (Florida International), Robert Reynolds (Reed),
Keith Riles (Michigan), Klaus Schmidt-Rohr (Brandeis), Kenny Scott (London), Dan
Schroeder (Weber State), Mark Semon (Bates), Herschel Snodgrass (Lewis and Clark),
John Taylor (Colorado), Stavros Theodorakis (Cyprus), A. S. Tremsin (Berkeley), Dan
Velleman (Amherst), Nicholas Wheeler (Reed), Scott Willenbrock (Illinois), William
Wootters (Williams) e Jens Zorn (Michigan).



6 Simmetrie e leggi
di conservazione

1 INTRODUZIONE

Le leggi di conservazione (di energia, quantità di moto, e momento angolare) vi sono fa-
miliari dal vostro primo corso di meccanica classica. Queste stesse leggi di conservazione
valgono in meccanica quantistica; in entrambi i contesti esse sono la manifestazione di
qualche simmetria. In questo capitolo spiegheremo che cosa sia una simmetria e cosa
significhi la conservazione di qualche grandezza nella meccanica quantistica — e mostre-
remo come le due cose siano legate. Lungo la strada investigheremo due proprietà dei
sistemi quantistici collegate alle simmetrie — la degenerazione dei livelli energetici e le
regole di selezione che distinguono le transizioni permesse da quelle “proibite”.

Che cos’è una simmetria? È qualche trasformazione che lascia il sistema invariato.
Per esempio si consideri un pezzo di carta quadrato che ruota, come in Figura 6.1. Se lo
ruotate di 30◦ gradi attorno a un asse che passa per il suo centro esso avrà un’orientazione
diversa rispetto a quella iniziale, ma se lo ruotate di 90◦ gradi, avrà di nuovo l’orienta-
zione originale; non vi accorgereste neanche che è stato ruotato, a meno che (diciamo)
voi non scriviate dei numeri negli angoli (nel qual caso essi verrebbero permutati). Un
quadrato pertanto ha una simmetria per rotazione discreta: una rotazione di n⇡/2 per
qualunque n intero lo lascia immutato.[1] Se ripetete questo esperimento con un pezzo
di carta circolare, una rotazione di qualsiasi angolo lo lascia invariato; il cerchio ha una
simmetria per rotazione continua. Vedremo che entrambi i tipi di simmetria, discreta e
continua, sono importanti in meccanica quantistica.

↵

⇡

2

Figura 6.1. Un quadrato ha una simmetria per rotazione discreta; non cambia quando viene
ruotato di ⇡/2 o suoi multipli. Un cerchio ha una simmetria per rotazione continua; non cambia
quando viene ruotato di un angolo ↵ qualsiasi.

[1] Un quadrato naturalmente ha anche altre simmetrie, vale a dire simmetrie di riflessione rispetto
agli assi lungo una diagonale o bisecanti due lati. L’insieme di tutte le trasformazioni che lasciano il
quadrato immutato è detto D4, il “gruppo diedrale” di ordine 4.
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Ora immaginate che le forme in Figura 6.1 facciano rifermento non a pezzi di carta, ma
ai bordi di una buca di potenziale infinita bidimensionale. In tal caso l’energia potenziale
avrebbe le stesse simmetrie per rotazione del pezzo di carta e (poiché l’energia cinetica
non è cambiata da una rotazione) anche l’Hamiltoniana sarebbe invariata. In meccanica
quantistica, quando diciamo che un sistema ha una simmetria, questo è quello che inten-
diamo: l’Hamiltoniana non viene cambiata da una trasformazione, come una rotazione
o una traslazione.

1.1 Trasformazioni nello spazio
In questo paragrafo, introduciamo gli operatori quantistici che implementano traslazioni,
inversioni, e rotazioni. Definiamo ciascuno di questi operatori in base alla sua azione su
di una funzione arbitraria. L’operatore di traslazione prende una funzione e la trasla
a una distanza a. L’operatore che compie questo è definito dalla relazione

(6.1) bT (a) (x) =  
0(x) =  (x − a).

A prima vista, il segno può lasciare confuso il lettore; questa equazione dice che la
funzione traslata  

0 in x è uguale alla funzione non traslata  in x − a (Figura 6.2) —
la funzione stessa è stata spostata a destra a una distanza a.

  (x)   ′(x)

x– xa

Figura 6.2. Una funzione d’onda  (x) e la funzione d’onda traslata  0(x) = bT (a) (x). Notate
che il valore di  0 in x è uguale al valore di  in x − a.

L’operatore che riflette una funzione rispetto all’origine, l’operatore di parità in una
dimensione, è definito da

b⇧ (x) =  
0(x) =  (−x).

L’effetto della parità è mostrato graficamente in Figura 6.3. In tre dimensioni la parità
cambia il segno di tutte e tre le coordinate: b⇧ (x,y,z) =  (−x, − y, − z).[2]

[2] L’operazione di parità in tre dimensioni si può realizzare come una riflessione seguita da una rotazione
(si veda il Problema 6.1). In due dimensioni, la trasformazione  

0(x,y) =  (−x,−y) non è diversa da
una rotazione di 180◦. Useremo il termine parità esclusivamente per l’inversione spaziale, b⇧ (r) =
 (−r), in una o tre dimensioni.
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  (x)  ′ (x)

– xx

Figura 6.3. Una funzione  (x) e la funzione  0(x) = b⇧ (x) =  (−x) dopo un’inversione spaziale.
Il valore di  0 in x è uguale al valore di  in −x .

Infine, l’operatore che ruota una funzione attorno all’asse z di un angolo ' si esprime in
modo più naturale in coordinate polari

(6.2) bRz(') (r,✓,φ) =  
0(r,✓,φ) =  (r,✓,φ − ').

Quando studieremo le rotazioni nel Paragrafo 5, introdurremo le espressioni per le ro-
tazioni attorno a un asse arbitrario. L’azione dell’operatore di rotazione su di una
funzione  è illustrata in Figura 6.4.

 ′(r,φ)

  (r,φ)

'

Figura 6.4. Una funzione  (r ,φ) e la funzione ruotata  0(r ,φ) =  (r ,φ−') dopo una rotazione
antioraria di un angolo ' attorno all’asse verticale.

Problema 6.1 *

Considerate l’operatore di parità in tre dimensioni.

(a) Mostrate che b⇧ (r) =  0(r) =  (−r) è equivalente a una riflessione seguita da una rotazione.

(b) Mostrate che, per  espressa in coordinate polari, l’azione dell’operatore di parità è

b⇧ (r ,✓,φ) =  (r ,⇡ − ✓,φ + ⇡).
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(c) Mostrate che per gli orbitali idrogenoidi,

b⇧ n`m(r ,✓,φ) = (−1)` n`m(r ,✓,φ).

Vale a dire che  n`m è un autostato dell’operatore di parità, relativo all’autovalore (−1)`. Nota.
Questo risultato effettivamente si applica agli stati stazionari di qualunque potenziale centrale
V (r) = V (r). Per un potenziale centrale, gli autostati si possono scrivere in forma separabile
Rn`(r)Y m` (✓,φ) dove solo la funzione radiale Rn` — che non gioca alcun ruolo nel determinare
la parità dello stato — dipende dalla specifica forma funzionale di V (r).

2 L’OPERATORE DI TRASLAZIONE

L’Equazione 6.1 definisce l’operatore di traslazione. Possiamo esprimere bT (a) in termini
dell’operatore impulso, al quale esso è intimamente legato. A tal fine, sostituiamo  (x−a)
con il suo sviluppo in serie di Taylor[3]

bT (a) (x) =  (x − a) =

1X

n=0

1

n!
(−a)n

d
n

dxn
 (x)

=
1X

n=0

1

n!

✓
−ia

~
bp
◆n

 (x).

Il membro destro di questa equazione è la funzione esponenziale,[4] per cui

(6.3) bT (a) = exp


−

ia

~
bp
�
.

Diciamo che l’impulso è il “generatore” delle traslazioni.[5]

Notate che bT (a) è un operatore unitario:[6]

(6.4) bT (a)−1 = bT (−a) = bT (a)†.

La prima uguaglianza è ovvia fisicamente (l’operazione inversa dello spostamento di
qualcosa verso destra è uno spostamento a uguale distanza verso sinistra), e la secon-
da uguaglianza segue prendendo il coniugato hermitiano dell’Equazione 6.3 (si veda il
Problema 6.2).

[3] Sto assumendo che la nostra funzione abbia uno sviluppo in serie di Taylor, ma il risultato finale si
applica più in generale. Si veda il Problema 6.31 per i dettagli.

[4] Si veda il Paragrafo 6.2 del Capitolo 3 per la definizione dell’esponenziale di un operatore.
[5] Il termine deriva dalla teoria dei Gruppi di Lie (il gruppo delle traslazioni ne è un esempio). Se

siete interessati, un’introduzione ai gruppi di Lie (scritta per i fisici) si può trovare in George B.
Arfken, Hans J. Weber, e Frank E. Harris, Mathematical Methods for Physicists, settima edizione,
Academic Press, Waltham (2013), Paragrafo 17.7.

[6] Gli operatori unitari sono discussi nel Problema A.30. Un operatore unitario è un operatore il cui
coniugato hermitiano è uguale al suo inverso: bU bU† = bU† bU = 1.
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Problema 6.2 *

Mostrate che, per un operatore hermitiano bQ, l’operatore bU = exp[i bQ] è unitario. Suggerimento.
Prima dovete dimostrare che il coniugato hermitiano è dato da bU† = exp[−i bQ]; poi dimostrate che
bU† bU = 1. Il Problema 3.5 può essere di aiuto.

2.1 Come gli operatori si trasformano
Finora vi ho mostrato come traslare una funzione; questo ha un’ovvia interpretazione
grafica data dalla Figura 6.2. Possiamo anche considerare cosa significa traslare un ope-
ratore. L’operatore trasformato bQ0 è definito come l’operatore che restituisce lo stesso
valore atteso nello stato non traslato  dell’operatore bQ nello stato traslato  

0:
D
 
0

��� bQ
��� 0

E
=

D
 

��� bQ0

��� 
E

.

Ci sono due modi per calcolare l’effetto di una traslazione su un valore atteso. Si può
effettivamente spostare la funzione d’onda a una certa distanza (questa è detta trasfor-
mazione attiva), oppure si può lasciare la funzione d’onda dove è e spostare l’origine del
sistema di coordinate della stessa distanza nella direzione opposta (una trasformazione
passiva). L’operatore bQ0 è l’operatore nel sistema di coordinate spostato.

Usando l’Equazione 6.1,

(6.5)
D
 

��� bT † bQ bT
��� 

E
=

D
 

��� bQ0

��� 
E

.

Qui sto usando il fatto che il coniugato hermitiano di un operatore è definito in modo che,
se bT |fi ⌘ |Tfi, allora hT f | = hf | bT † (si veda il Problema 3.5). Poiché l’Equazione 6.5
deve valere per tutte le  , segue che

(6.6) bQ0 = bT † bQ bT .

L’operatore trasformato per il caso bQ = bx è calcolato nell’Esempio 6.1. La Figura 6.5
illustra l’equivalenza dei due modi di effettuare la trasformazione.

Esempio 6.1 Trovate l’operatore bx0 ottenuto applicando la traslazione a distanza a all’o-
peratore bx. In altri termini, qual è l’azione di bx0, nel senso definito dell’Equazione 6.6, su di
un’arbitraria funzione f(x)?

SOLUZIONE

Usando la definizione di bx0 (Equazione 6.6) e una funzione di prova f(x) abbiamo

bx0
f(x) = bT †(a)bx bT (a)f(x),

e poiché bT †(a) = bT (−a) (Equazione 6.4),

bx0
f(x) = bT (−a)bx bT (a)f(x).

Dall’Equazione 6.1
bx0
f(x) = bT (−a)xf(x− a),



© 978-88-08-79981-4 Capitolo 6. Simmetrie e leggi di conservazione 249

x x

x′

(a)
(b)

(c)

a b

a+b

abb

a+b

Figura 6.5. Trasformazioni attive e passive: (a) raffigura la funzione originale, (b) illustra una
trasformazione attiva in cui la funzione è traslata a destra a una distanza a, e (c) illustra una
trasformazione passiva dove gli assi sono traslati a sinistra a una distanza a. Un punto sull’on-
da a distanza b dall’origine prima della trasformazione è a distanza a + b dall’origine dopo la
trasformazione sia in (b) che in (c); in questo risiede l’equivalenza dei due punti di vista.

e ancora dall’Equazione 6.1, bT (−a)[xf(x− a)] = (x+ a)f(x), per cui

bx0
f(x) = (x+ a)f(x).

Infine possiamo inferire l’operatore dalla sua azione su f(x)

(6.7) bx0 = bx+ a.

Come ci si aspettava, l’Equazione 6.7 corrisponde allo spostamento a sinistra dell’origine delle
nostre coordinate a una distanza a così che le posizioni in queste coordinate trasformate sono
incrementate di a rispetto alle coordinate originali.

Nel Problema 6.3 applicherete una traslazione all’operatore impulso per mostrare che
bp0 = bT †bp bT = bp: l’operatore impulso non viene cambiato da questa trasformazione. Fi-
sicamente, questo accade perché l’impulso della particella è indipendente da dove sia
posizionata l’origine delle vostre coordinate, essendo funzione solo di una differenza di
posizioni: p = mdx/dt. Una volta che sapete come gli operatori posizione e impul-
so si comportano rispetto alla traslazione, sapete come un qualsiasi altro operatore si
comporta, perché
(6.8) bQ0(bx,bp) = bT † bQ(bx,bp) bT = bQ(bx0

,bp0) = bQ(bx + a,bp).

Il Problema 6.4 vi guiderà nella dimostrazione.
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Problema 6.3

Mostrate che l’operatore bp0 ottenuto applicando una traslazione all’operatore bp è bp0 = bT †bp bT = bp.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Problema 6.4

Dimostrate l’Equazione 6.8. Potete assumere che Q(bx,bp) si possa scrivere come una serie di
potenze

bQ(bx,bp) =
1X

m=0

1X

n=0

amnbxmbpn

per opportune costanti amn.

2.2 Simmetria per traslazione
Finora abbiamo visto come una funzione e come un operatore si comportano sotto
l’azione di una traslazione. A questo punto ho la possibilità di esprimere in modo preciso
la nozione di simmetria cui ho accennato nell’introduzione. Un sistema è invariante per
traslazione (che è equivalente a dire: ha una simmetria per traslazione) se la seguente
trasformazione non modifica l’Hamiltoniana:

bH 0 = bT † bH bT = bH.

Poiché bT è unitaria (Equazione 6.4) possiamo moltiplicare ambo i membri di questa
equazione per bT per ottenere

bH bT = bT bH.

Pertanto, un sistema ha simmetria per traslazione se la sua Hamiltoniana commuta con
l’operatore di traslazione:

(6.9) [ bH, bT ] = 0.

Per una particella di massa m che si muove in un potenziale unidimensionale, l’Hamil-
toniana è

bH =
bp2

2m
+ V (x).

Secondo l’Equazione 6.8, l’Hamiltoniana trasformata è

bH 0 =
bp2

2m
+ V (x + a)

per cui la simmetria per traslazione implica che

(6.10) V (x + a) = V (x).

Ora, ci sono due scenari fisici molto differenti dove l’Equazione 6.10 si può verificare. Il
primo è quello di un potenziale costante, dove l’Equazione 6.10 vale per ogni valore di
a; si dice che un tale sistema ha una simmetria per traslazione continua. Il secondo
è un potenziale periodico, come quello che può incontrare un elettrone in un cristallo,
dove l’Equazione 6.10 vale solo per un insieme discreto di valori di a; si dice che un
tale sistema ha una simmetria per traslazione discreta. I due casi sono illustrati in
Figura 6.6.
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x

V (x)

x

V (x)

a

Figura 6.6. Potenziali per un sistema con simmetria continua (in alto) e discreta (in basso).
Nel primo caso il potenziale è lo stesso quando lo si sposta a destra o a sinistra di una distanza
qualsiasi ; nel secondo caso il potenziale è lo stesso quando lo si sposta a destra o a sinistra di un
multiplo intero di a.

Simmetria per traslazione discreta e teorema di Bloch
Quali sono le implicazioni della simmetria per traslazione? Per un sistema con una
simmetria per traslazione discreta, la conseguenza più importante è il teorema di Bloch;
il teorema specifica la forma che assumono gli stati stazionari. Abbiamo usato questo
teorema nel Paragrafo 3.2 del Capitolo 5; ora lo dimostrerò.

Nel Paragrafo A.5 si dimostra che se due operatori commutano, allora essi hanno un
insieme completo di autostati simultanei. Questo significa che se l’Hamiltoniana è inva-
riante per traslazione (cioè, commuta con l’operatore di traslazione), allora gli autostati
 (x) dell’Hamiltoniana si possono scegliere in modo da essere simultaneamente anche
autostati di bT :

bH (x) = E (x), bT (a) (x) = λ (x),

dove λ è l’autovalore associato a bT . Poiché bT è unitario, i suoi autovalori hanno modulo 1
(si veda il Problema A.30), il che significa che λ si può scrivere come λ = e

iφ per qualche



252 Capitolo 6. Simmetrie e leggi di conservazione © 978-88-08-79981-4

numero reale φ. Per convenzione scriviamo φ = −qa dove ~q è detto il momento
cristallino. Pertanto, gli stati stazionari di una particella di massa m che si muove in
un potenziale periodico hanno la proprietà

(6.11)  (x − a) = e
−iqa

 (x).

C’è un modo più illuminante di scrivere l’Equazione 6.11:[7]

(6.12)  (x) = e
iqx

u(x)

dove u(x) è una funzione periodica della variabile x: u(x + a) = u(x) e e
iqx è un’onda

viaggiante con lunghezza d’onda 2⇡/q (ricordate che un’onda viaggiante descrive di per
sé una particella libera — Paragrafo 4, Capitolo 2). L’Equazione 6.12 è il teorema di
Bloch e dice che gli stati stazionari di una particella in un potenziale periodico sono
funzioni periodiche che moltiplicano onde viaggianti. Notate che solo perché l’Hamilto-
niana è invariante per traslazione, non significa che gli stati stazionari siano essi stessi
invarianti per traslazione; semplicemente significa che si può scegliere che siano autostati
dell’operatore di traslazione.

Il teorema di Bloch è veramente notevole. Ci dice che gli stati stazionari di una
particella in un potenziale periodico (come un elettrone in un cristallo) sono, a parte una
modulazione periodica, onde viaggianti. Come tali, essi hanno una velocità non nulla.[8]
Ciò significa che un elettrone potrebbe viaggiare attraverso un cristallo perfetto senza
alcuna diffusione! Questo ha implicazioni di forte impatto per la conduzione elettronica
nei solidi.

Simmetria per traslazione continua e conservazione dell’impulso
Se un sistema ha una simmetria per traslazione continua allora l’Hamiltoniana commu-
ta con bT (a) per ogni scelta di a. In questo caso è utile considerare una traslazione
infinitesima

bT (δ) = e
−iδbp/~

⇡ 1 − i
δ

~
bp,

dove δ è una lunghezza infinitesima.[9]

[7] È chiaro che l’Equazione 6.12 soddisfa l’Equazione 6.11. Nel Problema 6.5 dimostrerete che i due
enunciati sono in effetti equivalenti.

[8] Per una bella dimostrazione che usa la teoria delle pertrubazioni, si veda Neil Ashcroft e N. David
Mermin, Solid State Physics, Cengage, Belmont, 1976 (p. 765), dopo aver completato il Problema 6.6
e studiato il Capitolo 7.

[9] Per il caso delle simmetrie continue, è spesso più facile lavorare con la forma infinitesimale della
trasformazione; qualsiasi trasformazione finita si può allora costruire come prodotto di trasformazioni
infinitesime. In particolare, la traslazione finita di una distanza a è una sequenza di N traslazioni
infinitesime con δ = a/N nel limite per N ! 1:

lim
N!1

✓
1− i

a

N

1

~
bp
◆

N

= exp


−
ia

~
bp
�
.

Per una dimostrazione si veda R. Shankar, Basic Training in Mathematics: A Fitness Program for
Science Students, Plenum Press, New York, 1995 (p. 11).
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Se l’Hamiltoniana ha una simmetria per traslazione continua, allora è invariante per
qualsiasi traslazione, incluse quelle infinitesime; equivalentemente essa commuta con
l’operatore di traslazione, e quindi

[ bH, bT (δ)] =


bH,1 − i

δ

~
bp
�

= 0 ) [ bH,bp] = 0.

Per cui se l’Hamiltoniana ha simmetria per traslazione continua, deve commutare con l’o-
peratore impulso. E se l’Hamiltoniana commuta con l’impulso, allora secondo il “teorema
di Ehrenfest generalizzato” (Equazione 3.73)

(6.13)
d

dt
hpi =

i

~

Dh
bH,bp

iE
= 0.

Questo è un enunciato della conservazione dell’impulso e abbiamo ora mostrato che
la simmetria per traslazione continua implica la conservazione dell’impulso. Questo è il
nostro primo esempio di un potente principio generale: le simmetrie implicano leggi di
conservazione.[10]

Naturalmente, se stiamo parlando di una particella singola di massa m che si muove
in un potenziale V (x), il solo potenziale che ha simmetria per traslazione continua è il
potenziale costante, che è equivalente alla particella libera. Ed è abbastanza ovvio che
l’impulso si conserva in quel caso. Ma questa analisi si estende immediatamente a un
sistema di particelle interagenti (si veda il Problema 6.7). Il fatto che l’impulso sia con-
servato anche in quel caso (fintanto che l’Hamiltoniana è invariante per traslazione) è un
risultato tutt’altro che banale. In ogni caso, il punto da ricordare è che la conservazione
dell’impulso è una conseguenza della simmetria per traslazione.

Problema 6.5

Mostrate che l’Equazione 6.12 segue dall’Equazione 6.11. Suggerimento. Prima scrivete  (x) =
e
iqx
u(x), che è certamente vero per qualche u(x), e poi mostrate che u(x) è necessariamente una

funzione periodica di x .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Problema 6.6 ***

Considerate una particella di massa m che si muove in un potenziale V (x) con periodo a. Noi sap-
piamo dal teorema di Bloch che la funzione d’onda si può scrivere nella forma dell’Equazione 6.12.
Nota. è consueto classificare gli stati con i numeri quantici n e q, come  nq(x) = e−iqxunq(x),
dove Enq è l’n-esimo autovalore dell’energia per un fissato valore di q.

(a) Mostrate che u soddisfa l’equazione

(6.14) − ~2

2m
d

2
unq

dx2
− i~

2
q

m

dunq

dx
+ V (x)unq =

✓
Enq −

~2
q

2

2m

◆
unq.

[10] Nel caso di una simmetria per traslazione discreta, l’impulso non è conservato, ma c’è una grandezza
conservata strettamente legata alla simmetria per traslazione discreta, che è il momento cristallino.
Per una discussione sul momento cristallino si veda Steven H. Simon, The Oxford Solid State Basics,
Oxford, 2013, p. 84.
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(b) Usate la tecnica del Problema 2.61 per risolvere l’equazione differenziale in unq. Avete bisogno
di usare una differenza bilaterale per la prima derivata così da avere una matrice hermitiana da
diagonalizzare: d 

dx
⇡  j+1− j−1

2∆x
. Per il potenziale nell’intervallo da 0 ad a ponete

V (x) =
⇢
−V0, a/4 < x < 3a/4,
0, altrimenti,

con V0 = 20~2
/2ma2. (Dovrete modificare leggermente la tecnica per tenere conto del fatto

che la funzione unq è periodica.) Trovate le due energie più basse per i seguenti valori del
momento cristallino: qa = −⇡,− ⇡/2,0,⇡/2,⇡. Notate che q e q + 2⇡/a descrivono la stessa
funzione d’onda (Equazione 6.12), per cui non c’è ragione di considerare valori di qa al di
fuori dell’intervallo da −⇡ a ⇡. Nella fisica dello stato solido, i valori di q all’interno di questo
intervallo costituiscono la prima zona di Brillouin.

(c) Tracciate il grafico delle energie E1q ed E2q per valori di q tra −⇡/a e ⇡/a. Se avete auto-
matizzato il codice che avete usato nella parte (b), dovreste essere in grado di mostrare un
gran numero di valori q in questo intervallo. Altrimenti, rappresentate semplicemente i valori
che avete calcolato in (b).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Problema 6.7

Considerate due particelle di massa m1 e m2 (in una dimensione) che interagiscono mediante un
potenziale che dipende solo dalla distanza tra le particelle V (|x1 − x2|), così che l’Hamiltoniana è

bH = − ~2

2m1

@
2

@x2

1

− ~2

2m2

@
2

@x2

2

+ V (|x1 − x2|).

L’azione dell’operatore di traslazione su di una funzione d’onda di un sistema di due particelle è

bT (a) (x1,x2) =  (x1 − a,x2 − a).

(a) Mostrate che l’operatore di traslazione si può scrivere come

bT (a) = e−
ia

~
bP
,

dove bP = bp1 + bp2 è l’impulso totale.

(b) Mostrate che l’impulso totale è conservato per questo sistema.

3 LEGGI DI CONSERVAZIONE

In meccanica classica il significato di una legge di conservazione è immediato: la gran-
dezza che si conserva ha lo stesso valore prima e dopo un dato evento. Nel far cadere
una roccia, l’energia potenziale si converte in energia cinetica, ma prima di toccare terra
l’energia totale è la stessa che la roccia aveva quando è stata rilasciata; nella collisione
di due palle da biliardo la quantità di moto è trasferita da una all’altra, ma il totale
resta invariato. Ma in meccanica quantistica un sistema in generale non ha un’energia
definita (o impulso) prima dell’inizio del processo (o dopo). Che cosa significa, in quel
caso, dire che l’osservabile Q è (o non è) conservata? Qui abbiamo due possibilità:

• Prima definizione: Il valore atteso hQi è indipendente dal tempo.

• Seconda definizione: La probabilità di ottenere qualunque valore particolare è
indipendente dal tempo.

Sotto quali condizioni ciascuna di queste leggi di conservazione vale?
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Concordiamo che l’osservabile in questione non dipenda esplicitamente dal tempo:
@Q/@t = 0. In tal caso il terorema di Ehrenfest generalizzato (Equazione 3.73) ci dice
che il valore atteso di Q è indipendente dal tempo se l’operatore bQ commuta con l’Ha-
miltoniana. Si dà il caso che lo stesso criterio garantisca la conservazione anche nel senso
della seconda definizione.

Ora dimostro questo risultato. Ricordate che la probabilità di ottenere il risultato qn

in una misura di Q al tempo t è (Equazione 3.43)

(6.15) P (qn) = |hfn| (t)i|2,

dove fn è il corrispondente autovettore: bQ|fni = qn|fni.[11] Sappiamo che l’evoluzione
temporale di una funzione d’onda è (Equazione 2.17)

| (t)i =
X

m

e
−iEmt/~

cm| mi,

dove | ni sono gli autostati di bH, e pertanto

P (qn) =

�����
X

m

e
−iEmt/~

cmhfn| mi

�����

2

.

Ora arriviamo al punto chiave: poiché bQ e bH commutano possiamo trovare un insieme
completo di autostati simultanei per loro (si veda il Paragrafo A.5); senza perdita di
generalità avremo allora |fni = | ni. Usando l’ortonormalità delle | ni,

P (qn) =

�����
X

m

e
−iEmt/~

cmh n| mi

�����

2

= |cn|
2
,

che è chiaramente indipendente dal tempo.

4 PARITÀ

4.1 Parità in una dimensione
Un’inversione spaziale è implementata dall’operatore di parità b⇧; in una dimensione,

b⇧ (x) =  
0(x) =  (−x).

Evidentemente, l’operatore di parità è uguale al suo inverso: b⇧−1 = b⇧; nel Problema 6.8
mostrerete che è hermitiano: b⇧† = b⇧. Quindi, mettendo insieme le due informazioni,
l’operatore di parità è anche unitario:

(6.16) b⇧−1 = b⇧ = b⇧†
.

[11] Se lo spettro di bQ è degenere (ci sono autovettori distinti relativi allo stesso autovalore qn: bQ|f
(i)
n i =

qn|f
(i)
n i per i = 1,2, . . .), allora dobbiamo sommare al variare di questi stati:

P (qn) =
X

i

���
D
f
(i)
n

��� (t)
E���

2
.

Eccetto per la somma nell’indice i, la dimostrazione procede nello stesso modo.
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Gli operatori si trasformano rispetto all’inversione spaziale in questo modo

(6.17) bQ0 = b⇧† bQb⇧.

Non ripeterò l’argomentazione che porta all’Equazione 6.17, poiché essa è identica a
quella con cui siamo arrivati all’Equazione 6.6 nel caso delle traslazioni. Gli operatori di
posizione e impulso sono “dispari rispetto alla parità” (Problema 6.10):

bx0 = b⇧†bxb⇧ = −bx,(6.18)

bp0 = b⇧†bpb⇧ = −bp,(6.19)

e questo ci dice come si trasforma qualsiasi operatore (si veda il Problema 6.4):

bQ0(bx,bp) = b⇧† bQ(bx,bp)b⇧ = bQ(−bx, − bp).

Un sistema ha simmetria per inversione se l’Hamiltoniana non viene cambiata dal-
l’operatore di parità:

bH 0 = b⇧† bH b⇧ = bH,

ossia, usando l’unitarietà dell’operatore di parità,

(6.20) [ bH,b⇧] = 0.

Se la nostra Hamiltoniana descrive una particella di massa m in un potenziale unidimen-
sionale V (x), allora la simmetria per inversione semplicemente significa che il potenziale
è una funzione pari della posizione:

V (x) = V (−x).

Le implicazioni della simmetria per inversione sono due: la prima è che possiamo trovare
un insieme completo di autostati simultanei di b⇧ e bH. Indichiamo uno qualunque di tali
autostati con  n; esso soddisfa

b⇧ n(x) =  n(−x) = ± n(x),

poiché gli autovalori dell’operatore di parità sono ristretti a ±1 (Problema 6.8). Per cui
gli stati stazionari di un potenziale che è una funzione pari della posizione sono essi stessi
funzioni pari o dispari (o possono essere scelti come tali, in caso di degenerazione).[12]
Questa proprietà ci è familiare dall’oscillatore armonico semplice, dalla buca quadrata
infinita (se l’origine è posta al centro della buca), e dal potenziale a delta di Dirac, e
l’avete dimostrata in generale nel Problema 2.1.

La seconda è che, in base al teorema di Ehrenfest, se l’Hamiltoniana ha simmetria
per inversione allora

d

dt
h⇧i =

i

~

Dh
bH,b⇧

iE
= 0

per cui la parità è conservata per una particella che si muove in un potenziale simmetrico.
E questo non vale solo per il valore atteso, ma per la probabilità di qualsiasi particolare

[12] Per gli stati legati (normalizzati) in una dimensione, non c’è degenerazione e ogni stato legato
di un potenziale simmetrico è automaticamente un autostato della parità. (Tuttavia, si veda il
Problema 2.46.) Per gli stati di scattering, si può avere degenerazione.
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9 PROBLEMI SUPPLEMENTARI

Problema 6.31

Nel ricavare l’Equazione 6.3 abbiamo assunto che la nostra funzione sia sviluppabile in serie di
Taylor. Il risultato vale più in generale se definiamo l’esponenziale di un operatore mediante la
decomposizione spettrale,

(6.80) bT (a) =
Z
e
−iap/~|pihp|dp,

piuttosto che in serie di potenze. Qui ho dato l’operatore nella notazione di Dirac; agire su di una
funzione nello spazio delle posizioni (si veda la discussione a pagina 130) significa che

(6.81) bT (a) (x) =
Z 1

−1
e
−iap/~

fp(x)Φ(p)dp,

dove Φ(p) è la funzione d’onda nello spazio degli impulsi corrispondente a  (x) e fp(x) è defi-
nita nell’Equazione 3.32. Mostrate che l’operatore bT (a), come viene dato nell’Equazione 6.81,
applicato alla funzione

 (x) =
p
λe

−λ|x|

(la cui derivata prima non è definita per x = 0) fornisce il risultato corretto.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Problema 6.32 **

Le rotazioni degli stati di spin sono date da un’espressione identica all’Equazione 6.32, con il
momento angolare di spin che sostituisce il momento angolare orbitale:

Rn(') = exp
h
−i '

~
n · S

i
.

In questo problema considereremo rotazioni di uno stato di un sistema di spin 1/2.

(a) Mostrate che
(a · σ)(b · σ) = a · b + i(a ⇥ b) · σ,

dove σi sono le matrici di Pauli e a e b sono vettori ordinari. Usate il risultato del Problema 4.29.

(b) Usate il vostro risultato del punto (a) per mostrare che

exp
h
−i '

~
n · S

i
= cos

⇣
'

2

⌘
− i sin

⇣
'

2

⌘
n · σ.

Ricordate che S = (~/2)σ.

(c) Mostrate che il vostro risultato del punto (b) diventa, nella base standard di spin up e spin
down lungo l’asse z , la matrice

Rn = cos
⇣
'

2

⌘✓
1 0
0 1

◆
− i sin

⇣
'

2

⌘✓
cos ✓ sin ✓e−iφ

sin ✓e iφ − cos ✓

◆

dove ✓ e φ sono le coordinate polari del vettore unitario n che descrive l’asse di rotazione.

(d) Verificate che la matrice Rn nel punto (c) è unitaria.

(e) Calcolate esplicitamente la matrice S0
x = R†Sx R dove R è una rotazione di un angolo ' attorno

all’asse z e verificate che il risultato sia quello che ci si aspetta. Suggerimento. Riscrivete il
vostro risultato per S0

x in termini di Sx e Sy .
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