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Prefazione

Questo libro, che per molti anni & stato per noi affettuosamente “Il Trattatello”
(e ringraziamo Giovanni Gallavotti per averci donato questa colta ispirazione),
nasce e cresce con il corso di Calcolo delle Probabilita che abbiamo insegnato a
staffetta agli studenti di Fisica della Sapienza, attraverso diversi ordinamenti.
Una staffetta cosi lunga che uno degli studenti degli inizi (L.L.) ha fatto in
tempo a diventare portatore del testimone.

Partendo da un’asciutta presentazione dei fondamenti della moderna teoria
della probabilita, cui dedichiamo il Capitolo 1, e da una panoramica, nel
Capitolo 2, sulle distribuzioni di probabilita e le loro proprieta, la nostra
intenzione ¢ di fornire ai lettori concetti fondamentali, metodi di calcolo e loro
applicazioni allo studio di problemi probabilistici. Non sempre in quest’ordine.

Dopo aver approfondito lo studio della Legge dei grandi numeri, del Teorema
del limite centrale e della Teoria delle grandi deviazioni (nei Capitoli 3 e 4)
abbiamo sperimentato che, alle volte, risulta didatticamente piu incisivo partire
dalle applicazioni, con approcci mirati, per poi astrarre a teorie piti generali.

Nei Capitoli 5 e 6 diamo numerosi esempi di analisi dei dati sperimentali,
scalari e vettoriali, alternando ’applicazione di metodi specifici all’approfondi-
mento della teoria su cui si fondano. Nel Capitolo 7 studiamo il primo esempio
di fenomeno correlato privo di memoria: il camminatore aleatorio (il famoso pas-
seggiatore ubriaco). Questo, naturalmente, senza resistere alla tentazione di una
incursione in campo continuo con ’equazione della diffusione di Fokker-Planck,
che scopriamo essere un’equazione di Schrédinger nel tempo immaginario, e la
sua parente stretta, 'equazione differenziale stocastica di Langevin.

Nei Capitoli 8 e 9 vediamo altri processi discreti smemorati: le reazioni a
catena e gli eventi ricorrenti. Scopriamo, quindi, nel Capitolo 10, che sono tutte
catene di Markov e deriviamo una teoria generale per poi continuare, anche nel
Capitolo 11, con le applicazioni, che analizzano per esempio I'ordinamento delle
pagine web da parte di motori di ricerca o la simulazione al computer della
dinamica di modelli di fisica statistica.

Il Capitolo 12 e dedicato alle correlazioni. Riprendiamo il Teorema del limite
centrale, prima in contumacia, con un paio di esempi specifici risolti con una
notevole — ma istruttiva — fatica e poi con il Teorema del limite centrale per
eventi correlati, che semplifica di gran lunga le cose. Ritorniamo a Markov
nel Capitolo 13, questa volta con i processi a tempi continui e le equazioni
maestre. Finiamo in bellezza con un Capitolo, il 14, dedicato all’entropia, in
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M 10.1 ESEMPI DI CATENE DI MARKOV

Per catene di Markov si intendono processi dinamici aleatori di variabili discrete
a passi temporali discreti che hanno la particolarita di essere descritti semplice-
mente conoscendo la probabilita di transire da un valore all’altro della variabile
in un passo mediante la semplice concatenazione di queste probabilita nel tempo.
Chiameremo spesso stati i valori delle variabili. Conoscendo la distribuzione degli
stati a un dato passo, serve soltanto conoscere la probabilita di transizione in
un passo temporale a un altro stato per determinare lo stato attuale del sistema.
Non importa come si ¢ arrivati allo stato di partenza: la storia precedente non
condiziona il passo futuro, dunque per conoscere (stocasticamente) 1’evoluzione
del sistema ¢ completamente irrilevante ricordarsi che cosa e successo prima. La
distribuzione dei valori delle variabili al passo precedente sara a sua volta data
dalla distribuzione al passo ancora precedente e dalla probabilita di transizione.
E cosi a ritroso, formando una catena. Le catene di Markov sono una struttura
matematica molto generale che contiene come caso particolare molti dei sistemi
che abbiamo studiato fino ad adesso. Prima di entrare nei dettagli formali della
teoria delle catene di Markov, quindi, vediamo di caratterizzare meglio questo
tipo di fenomeni a noi gia noti.

10.1.1 Il camminatore aleatorio

Nel Capitolo 7 abbiamo studiato il camminatore aleatorio su di un reticolo e
abbiamo visto che la probabilitdh P(m, N) che il camminatore si trovi al passo
temporale N nel sito m soddisfa equazione (7.25), che riportiamo qui per
comodita

—

P(ii, N) =" J(w — () PO — I, N — 1), (10.1)
7

dove P(m —Z N —1) ¢ la probabilita di trovarsi nel sito m — [al passo precedente
e J(m— E_;Z) ¢ la probabilita di transire da m — 7 amin un passo. Notiamo
che abbiamo sommato soltanto sulle probabilita al passo precedente N — 1. La
probabilita di trovarsi nel sito m dipende solo dalle probabilita di trovarsi da
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Iterazione dinamica della probabilita assoluta

Data la semplice regola di evoluzione (10.8) della matrice di transizione da uno
a n passi, la probabilita assoluta di stare in un dato stato k al passo n si itera
come

ijn—l Pip=...=> p;(0) PP (10.10)

10.2.5 Equazione di Chapman-Kolmogorov per le catene

Dalle proprieta di iterazione nei passi della matrice stocastica della catena di
Markov possiamo scrivere 1’equazione per la probabilita di transire da uno stato
7 a uno stato k in n + m passi

Pt = (pram) =3 (P, (P, = ZP (mplm - (10.11)
l

che ¢ la forma a stati e passi temporali discreti della cosiddetta equazione di
Chapman-Kolmogorov per processi stocastici.

B 10.3 ALTRI ESEMPI DI CATENE DI MARKOV

10.3.1 Ancora gli eventi ricorrenti

E vero, ne abbiamo gia parlato, ma dopo aver introdotto la matrice stocastica
vogliamo provare a dare una rappresentazione formalmente piu esplicita della
catena di eventi ricorrenti come una catena di Markov. Consideriamo quindi
una catena di Markov con stati Sy, k = 0,1,... e prendiamo, per esempio, come
evento ricorrente £ = {realizzare lo stato Sy della catena}. Possiamo descrivere
la dinamica dell’evento ricorrente £ mediante una catena di Markov con la
seguente matrice stocastica:

(10.12)

coor~rTN
coroT R
o oo R
~rocoocom®

Gli elementi della riga 0 sono le probabilita di primo ritorno, Py = frt1, di un
evento certo (o ritornante, o persistente). Gli elementi della matrice delle righe
inferiori sono tutti nulli tranne

P ipo2=PFProp3=...=Ph 1 =P ¢g=1

La proprieta di chiusura della matrice stocastica P, ¢ banalmente soddisfatta
per j > 0 (un solo elemento non nullo pari a 1). Per j = 0 si ha

o o
ZPOIC = ka = 1a
k=0 k=1
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perché stiamo considerando un evento ricorrente certo. Se il primo passo porta
da Sy a Sk_1, nei k—1 passi successivi la catena ¢ vincolata a fare con probabilita
1 le transizioni k—1 - k—2, k—2 — k-3, ..., 1 — 0. L’evento Sy & percio un
evento ricorrente (persistente) e i tempi di ritorno & hanno distribuzione { fi}.
Va da sé che la stessa dinamica di ritorno si puo rappresentare per qualsiasi
stato Sk.

10.3.2 La catena a due stati

Prendiamo una catena di Markov con soli due stati, 0 e 1, come quella ripro-
dotta in Figura 10.1. Indichiamo Fy; =y e P1g = «. Per la condizione di chiusura

sihaPoozl—yePH:l—(x. 'Y

Denotiamo con pg(n), k= 0,1 la pro- 1-7

babilitd di trovarsi nello stato k al C Q
-«

passo mn.

A ogni passo n varra la chiusura
po(n)+p1(n) = 1. Possiamo scrivere le
equazioni della dinamica della catena
a due stati in modo ricorsivo partendo

dalla formula (10_10) Figura 10.1. Catena di Markov a due stati.
= pj(n—1)Pj =po(n— )Poy+pi(n— )P,  k=0,1. (10.13)
7=0,1

Nel caso non banale, o,y € (0, 1), iteriamo po(n) a partire da n passi

po(n) = po(n —1)Poo + p1(n —1)Pio

=po(n—1)(1 —v)+[1—po(n—1)]x

(1 =y = o)po(n—1)

+ 1=y -+ (1=v—a)po(n—2)]

:06+(1*Y )foe+ (1 -y - 06)[0(+(1*Y x)po(n — 3)]]
ax+o(l—y—a)+o(l —y—a)?+ (1 -y —o)po(n—3)

=atoa(l—y—o)+ofl—y—a)P+.. +oc(1—y o)+
+ (1 —v—a)"po(0)

(10.14)

=a) (1-vy—o)f+(1—v—a)"p(0). (10.15)
k=0

Ci sono due casi limite. Per &« =y = 1 si ha un ciclo continuo tra 0 e 1, se
parte da 0 ai passi dispari il sistema si trovera certamente in 1 e ai passi pari
certamente in 0 (e viceversa se si parte da 1). Se x =y =0,& Ppgp=Pi1 =1e
dai due stati non ¢ mai possibile uscire. Questi stati si dicono assorbentsi.

Per tutti gli altri casi, 1 — 0« —y € (=1, 1), si ottiene la soluzione

x
Y+«

pon) = — % 41— a—y)" [po<o> “} (10.16)

Y+«
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partendo dalla condizione iniziale po(0). La distribuzione limite (n — o0) ¢,
quindi, pg = «/(x+v), p1 =v/(x+7v) e perde la dipendenza dalla condizione
iniziale. Inoltre, se scegliamo simmetrica la matrice stocastica di transizione,
Y = «, 'equazione (10.16) si riduce a

1

mmg:;+a—2@"ﬁdm—2] (10.17)

e, per n — 00, pp = p1 = 1/2 indipendentemente da .

10.3.3 La rovina del giocatore, o del perché c’e lo zero alla roulette

Prendiamo una catenza di Markov composta da un camminatore aleatorio che
si puo muovere in una dimensione lungo 7"+ 1 stati spostandosi solo verso stati
limitrofi, tra due barriere in 0 e in 7' che diremo assorbenti. Lo stato 0 e lo
stato T" hanno la peculiarita che una volta raggiunti non si possono piu lasciare.
Questo assorbimento & rappresentato dagli elementi della matrice di transizione
Poo = Prr = 1.

0 1 2 3 i—1 ¢ i+l T

Figura 10.2. Catena di Markov con transizioni a “primi vicini” e barriere assorbenti
agli estremiOe T.

Denotiamo la probabilita di muoversi in avanti di un passo con P; ;41 =p e
quella di muoversi all’indietro con P; ;_1 = ¢, con p+ ¢ = 1. Alla fine la matrice
stocastica di questa catena di Markov avra la forma

10000.000
q0p00.000
0g0p0.000

P=[00g0p.000 (10.18)
00000.q0p
00000.001

Usando questa catena di Markov possiamo calcolare qual e la probabilita di
giungere nello stato assorbente 0 partendo da uno stato i > 0. Mutatis mutandis,
possiamo riformulare il tutto in termini di gioco d’azzardo e chiederci qual ¢ la
probabilita che un giocatore vada in rovina se parte da un gruzzolo di i € e a
ogni puntata puo vincere o perdere 1 €. Inoltre, la sala da gioco escludera il
giocatore dal fare nuove puntate una volta raggiunto un certo tetto 7' €.

Chiamiamo £ 'evento di finire i soldi e indichiamo con R; la probabilita che
si verifichi £ iniziando a giocare con ¢ €. Diremo che il gruzzolo del giocatore al
passo zero (la posizione iniziale del camminatore aleatorio) ¢ z(0) = ¢, dunque
R; = Prob(&|z(0) = 7).
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L’origine dei tempi non ha in realta importanza, in quanto £ ¢ definito per
qualsiasi intervallo temporale. Non & I'evento di fallire in n passi, ma solo di
fallire, prima o poi. Di conseguenza la probabilita R; ¢ la probabilita di fallire
partendo da i € in un tempo qualsiasi, o, equivalentemente, di fallire avendo a
un certo momento un gruzzolo di ¢ €.

Due casi sono gia dati. Il primo € Ry = 1: se si parte senza soldi, con certezza
si rimane senza. L’altro caso € Ry = 0: non si entra in gioco con una quota pari
al tetto, per cui non si puod andare in rovina.

Per le probabilita dei casi intermedi possiamo scrivere una formula iterativa.
Chiamiamo p (z(n 4+ 1) = k|z(n) = j) la probabilita condizionata di avere k €
al passo n+1 se si hanno j € al passo n, che ¢ pari alla probabilita di transizione
Pj;, dallo stato j allo stato nella matrice (10.18). Scriviamo, quindi, la seguente
uguaglianza

Ri=Rip1 p(x(l) =i+1z(0) =i) + Ri—1 p(z(1) =i — 1|2(0) = i)

(10.19)
=Riy1p+Rio1q,

che esprime il fatto che la probabilita di andare in bancarotta avendo i € sia
pari alla probabilita di vincere 1 € [p(x(1) =i+ 1]jx(0) =1i) = P; ;41 = p| e
fallire partendo da ¢ + 1 € sommata alla probabilita dell’evento disgiunto di
perdere 1 € [p(x(1) =i — 1|x(0) =) = P; ;—1 = ¢] ¢ andare in rovina partendo
da i — 1 €. Ripetiamo nuovamente che R; non ¢ la probabilita di avere i € (cioe
di trovarsi nello stato i), ma & la probabilita di andare in bancarotta partendo
da un gruzzolo di 7 €.

Una soluzione elementare dell’equazione (10.19) avra la forma Ry, = A*. 11
valore della base A si puo ricavare verificando la (10.19). Si trovano due possibili
valori A = 1,¢/p. Nel caso in cui g # p la soluzione generale si trova come
combinazione lineare delle due soluzioni elementari

k
Ri = c1 + ¢ (Z) . (10.20)

I valori delle costanti si trovano imponendo le condizioni agli estremi, Rg =1 e
Rr=0

R S 7/ Ol
R 7 A e 07 (1021
da cui
_ (/9" -1
Ri= = lor T (10.22)

Se, invece, ¢ = p = 1/2, la soluzione elementare del tipo A* fornisce una unica
soluzione (A = 1). Per formulare la soluzione generale utilizziamo allora un’altra
soluzione elementare, di forma R, = k, da cui Ry = ¢1k + ¢o. Imponendo le
condizioni ai bordi si ottiene, quindi,

Rp=1- (10.23)

L
=



262 Capitolo 10. Catene di Markov

Possiamo notare che, se il gioco ¢ equo (p = ¢ = 1/2), come testa o croce,
oppure pari e dispari, la probabilita di andare in rovina cresce linearmente
all’alleggerirsi del gruzzolo del giocatore. Il che ¢ molto ragionevole. Se un
giocatore parte da 500 €, la probabilita che vada in rovina se il tetto massimo
¢ 1000 € ¢ Rs00 = 1/2.

Vediamo che cosa succede se il gioco non € equo: per esempio, se il giocatore
punta sul rosso alla roulette. Ci sono 18 caselle rosse, 18 nere e una verde (lo
zero). Dunque p = 18/37, ¢ = 19/37 e p/q = 18/19. Se prendiamo il caso
di prima, una somma di 500 € da puntare e un tetto di 1000 € imposto dal
croupier, la formula (10.22) ci fornisce la probabilitd Rs0o = 1 — 2.10712. Una
differenza di probabilita tra vincita e perdita di 1/37 fa passare la probabilita
di rovina da 1/2 a 1! Per avere una probabilita pari a quella di testa o croce,
nella puntata su rosso o nero nella roulette bisogna partire da una disponibilita
di almeno 987 € da puntare (su 1000 € di tetto massimo).

Che cosa succede se leviamo il tetto massimo? Se il gioco € equo, vediamo
dalla (10.23) con T' — oo che Ry = 1, Vk. A maggior ragione, la rovina & certa
se p < ¢, come conferma l’equazione (10.22) quando si manda T" — oo. Se
invece p > ¢, sempre dalla (10.22) abbiamo R = (q/p)*: se non esiste lo stato
assorbente superiore, ci puo essere in questo caso una probabilita finita pari a
1 — (q/p)* di poter giocare in eterno partendo da k €.

In generale, in tutti gli esempi sopra esposti € evidente la proprieta di
dipendere solo dal passo precedente che identifica le catene di Markov: sono
processi correlati in cui la probabilita di finire in uno stato dipende dalla
probabilita dello stato precedente, ma sono senza memoria, in quanto tutto cio
che riguarda la storia precedente al verificarsi dell’evento precedente non conta,
¢ dimenticata.

H 10.4 CLASSIFICAZIONE DELLE CATENE DI MARKOV

Allo scopo di semplificare la trattazione delle catene di Markov € conveniente
introdurre una prima classificazione. A una catena di Markov possiamo associare
un grafico, si vedano le Figure 10.3 e 10.4 a pagina seguente, in maniera tale che
gli stati (o eventi) della catena siano i nodi del grafico e le transizioni permesse
siano indicate con linee orientate da un nodo all’altro.

10.4.1 Tipi di catene di Markov

Catene decomponibili e indecomponibili

Una catena ¢ detta decomponibile se si possono dividere gli stati in due sottoin-
siemi A e B tali che non sia possibile fare transizioni da A a B e viceversa. In
questo caso la matrice P puo essere pensata come il prodotto tensoriale di due
matrici che agiscono su due spazi indipendenti. Una catena di Markov e detta
indecomponibile se non ¢ decomponibile. Lo studio di una catena decomponibile
si puo separare nello studio delle due sottocatene di Markov A e B. Molto spesso
verranno quindi considerate catene indecomponibili. Ogni catena di Markov
puo essere decomposta nella somma numerabile di catene indecomponibili (si
veda il Paragrafo 10.6.5).
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A Py Py Py 0 0 0 0
[ Py P Ps 0 0 0 0
_»0® B P Py Pys 0 0 0 0
o \
0 0 0 0
Ve o -
/. I 1 ./ 0 0 0 0
.\<>\‘/. .‘/ ® 0 0 0 0 : . Pyana Pvana Pyaw
{
=7 0 0 0 . 0 . - Pyoin-a Pyoin-i Pryaw
'd
o1/ e o o o . ol .. Puws Pers Pu
[ J

Figura 10.3. Catena di Markov di N stati decomponibile in due sottocatene A e B e
relativa matrice stocastica.

Catene riducibili e irriducibili

Una catena e detta riducibile se si possono dividere gli stati in due sottoinsiemi
C e D tali che non sia possibile fare transizioni da C a D, mentre le transizioni
da D a C possono avvenire. In questo caso possiamo definire una sottocatena
di Markov limitata all’insieme C. Naturalmente una catena e irriducibile se
non e riducibile. In generale una catena di Markov puo contenere una o piu
sottocatene irriducibili.

Py Py Pry 0 0 0 0

Py P Py 0 0 0 0

Py Py Py 0 0 0 0

0 0 0 0
Pvoat Pyeas Pyas . . . Puawo Prana Puaw
'\’./ . Pyai1 Pyaz Pyas . . . . Pyvawa Pyana Puaw
Pxi Py: Pus Pyxa Pyna P

Figura 10.4. Catena di Markov composta da due sottoinsiemi di stati C e D riducibile
alla sottocatena C e relativa matrice stocastica.

Stato accesstibile, stato assorbente, insieme chiuso

Uno stato k si dice accessibile dallo stato j se esiste un numero di passi n tale
che la probabilita di transizione Pj(g) > (: prima o poi j — k € una transizione
possibile.

Un sottoinsieme di stati C verso i quali ¢ possibile accedere da stati fuori
di C ma dai quali non ¢ possibile accedere a nessuno stato fuori di C ¢ detto
insieme chiuso. Se in una catena non esiste nessun insieme chiuso, vuol dire
che l'intera catena ¢ 'insieme chiuso e questa ¢ irriducibile. In una catena di
Markov irriducibile ogni stato € accessibile da ogni altro.

Puo esistere un insieme chiuso composto da un singolo stato, che ¢ detto
stato assorbente (si veda il Paragrafo 7.4, il cammino aleatorio con trappole,
o il Paragrafo 10.3.3, la rovina del giocatore), per il quale Py, = 1: una volta
raggiunto lo stato k, si rimane in k con certezza.
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10.4.2 Teorema di riducibilita della matrice stocastica

Un insieme chiuso C di stati di una catena puo essere studiato indipendentemente
da tutti gli altri stati. Se guardiamo gli elementi della matrice stocastica
dell’intera catena, avremo che, se j € C e k & C, allora Pj(:) = 0 per ogni
n. In dettaglio avremo che

0= PJ(:) = Z Pjilpiliz s })inflk» (10.24)

i1,eenyin—1

dove le varie P;_ _,;, sono elementi della matrice stocastica di transizione. L’e-
spressione sopra sara nulla, perché negli n passi prima o poi si proporra la
transizione tra uno stato i,_1 € C e uno i, fuori dall’insieme chiuso e, dunque,
sara nullo almeno ’elemento P;_ _,; . Non e vero, in generale, I'opposto, si veda
la Figura 10.4: da uno stato esterno all’insieme chiuso si puo transire a uno
stato interno, P,E;.L) > 0.

A questo punto si puo enunciare il Teorema di riducibilita per la matri-
ce stocastica di una catena di Markov riducibile composta da M > N stati
(eventualmente anche con M — oc). Una catena di Markov riducibile di ma-
trice stocastica P contiene almeno un insieme chiuso Cy di N stati. Gli altri
stati appartengono al complemento
Cy. Eliminando da P tutte le righe
contenenti le probabilita di transizio-
ne verso stati appartenenti a Cy da
stati in Cy e tutte le colonne con-
tenenti le probabilita di transizione

verso stati del complemento, si ot- @ \
tiene una matrice ridotta N x N, N
P(Cn), che & ancora stocastica e @

che caratterizza la catena di Markoy Figura 10.5. Esempio di catena di Markov

" Jusi te dallinsi riducibile. Gli stati {1,2, 3,5} = C4 formano
composta esclusivamente dallINSIeme o cotrocatena chiusa irriducibile: ognuno di

chiuso Cy. essi € accessibile a ciascuno degli altri e
Prendiamo per esempio la catena Viceversa. Gli stati 4 e 6, invece, non fanno
di Markov riducibile riprodotta in Fi- parte di un insieme chiuso: da questi due stati

. . si possono raggiungere gli stati dell'insieme Cy,
gura 10.5. La matrice stocastica P ma essi non sono raggiungibili da nessuno degli

delle probabilita di transizione tra statiin C4.

stati e

0 P Pi3 0 P50
Pyy 0 Pog 0 Pos50
P31 Py, 0 0 P50

p= 7 10.25
Py P Py 0 Pis 0 (10.25)
Psi Pso Pss 0 0 O
Ps1 Psa Pe3z Pey Pss 0

dove abbiamo esplicitamente messo a zero le probabilita di transizioni assenti
in figura. La matrice ridotta 4 x 4 delle transizioni tra stati della sottocatena
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chiusa irriducibile Cy4 vale, quindi,

0 Pia P13 Pis
Pyy 0 Poz Pos
P3y Py 0 Pss
Psy Pso Ps3 0

P(Cy) = (10.26)

Se togliamo le righe e le colonne delle transizioni da e verso stati fuori dall’insieme
chiuso C4 = {1,2,3,5}, le condizioni di chiusura di ciascuna riga non cambiano,
perché dalle righe delle transizioni da stati in C4 eliminiamo solo elementi
nulli. Conseguentemente la P(C4) ¢ ancora stocastica e vale I'equazione di
Chapman-Kolomogorov (10.11). Rivedremo e dimostreremo questa proprieta
nel Paragrafo 10.6.5, come parte di un teorema piu generale.

10.4.3 La chiusura di uno stato

Si definisce chiusura di uno stato I'insieme di stati chiuso piu piccolo che contiene
lo stato in questione. In altri termini, la chiusura di uno stato e costituita da
tutti gli stati raggiungibili da quello stato. Per alcuni tipi di stati, che definiremo
tra poco, la loro chiusura ¢ un insieme irriducibile, per cui si avra la stessa
chiusura per tutti gli stati dell’insieme irriducibile. Altri tipi di stati, invece,
hanno chiusure pitt complicate, che possono contenere le chiusure di altri stati
(anche in numero infinito) che, a loro volta, non le contengono. Prendiamo, per
esempio, la catena definita dalla matrice stocastica

Pjr, =0 sek<j
Pj,>0 sek=j+1 (10.27)
P >0 se k>j+1.

Si possono avere soltanto transizioni in avanti: per questo motivo la chiusura di
j sara composta da j e da tutti gli stati k > j della catena di Markov. Questo
insieme contiene anche la chiusura di j + 1, che non contiene j ma contiene la
chiusura di j + 2 e cosi via dicendo (si veda la Figura 10.6).

Figura 10.6. Esempio di chiusure di stati della catena di Markov definita in (10.27).
Con il simbolo C(k) — indichiamo la chiusura dello stato k (aperta verso destra).

10.4.4 Classificazione degli stati

Abbiamo gia visto che, dato uno stato k arbitrario e definito I’evento <la catena
di Markov si trova nello stato k al tempo n>, questo soddisfa tutte le condizioni
per essere un evento ricorrente al variare di n. In particolare, la condizione di
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Pinsieme A = U, A(m) di tutti gli stati raggiungibili da a (prima o poi). E
immediato vedere che non ci possono essere transizioni tra un elemento di A
e un elemento che non appartiene ad A. Prendiamo, per esempio, uno stato d
generico che sia accessibile in un passo partendo da un elemento ¢ € A. Per
definizione di A ¢ & accessibile a partire da a dopo un qualche m: ¢ € A(m).
Quindi d risultera raggiungibile in m + 1 passi a partire da a: d € A(m+1) € A.

La condizione di irriducibilta implica che I'insieme A coincida con la catena
stessa, dunque qualunque stato b appartiene ad A e, di conseguenza, esiste
un numero m tale che PCS)”) sia diversa da zero. Nello stesso modo esiste un
numero n tale che P\ sia diversa da zero. Per brevita diremo P = o> 0 e
P =p>o.

In generale, la probabilita di partire da a e ritornare in a in ¢ + m + n passi
sara maggiore o uguale alla probabilita che il sistema vada da a a b in m passi,
ritorni in b in £ passi e successivamente vada da b a a in n passi, si veda la
Figura 10.7. Infatti la possibile esistenza di altri percorsi alternativi da a a
a non pud che aumentare la probabilita di ritorno in a. Abbiamo quindi la
disuguaglianza

P = PV PP = ap Py (10.42)

Nello stesso modo, scambiando a <> b, otteniamo
P > qp PO, (10.43)

dove ricordiamo che sia « sia (3 sono probabilita strettamente non nulle e,
dunque, xf3 < 1. Le due relazioni precedenti implicano che il comportamento

asintotico per grandi ¢ di P e Pb(f) sia lo stesso. Di conseguenza si avra
SR~ Ry (10.44)
=0 (=0

dove ~ indica ’andamento a meno di un numero finito di termini. Quindi le
serie saranno o entrambe serie convergenti, e a e b saranno entrambi transienti,
oppure entrambe divergenti, e allora gli stati saranno entrambi persistenti. In
quest’ultimo caso, visto che anche

Jlim PO = lim P, (10.45)

a e b saranno entrambi persistenti nulli o entrambi persistenti non-nulli.

Figura 10.7. Schema per la dimostrazione del teorema 1, si veda il Paragrafo 10.6.1.
Transizione a —+ b — a composta da passaggio da a a b in m passi, sequita da ritorno
in bin £ passi e da b — a in n passi. Nel testo, nella disuguaglianza (10.42) viene
comparato con un pill generico ritorno in a (a — a) in m+ [ + n passi.
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Inoltre, ¢ vero anche che due stati in una catena irriducibile devono essere
entrambi periodici, con la stessa periodicita. Dunque anche entrambi aperiodici
(di periodicita 1). Vediamo di dimostrarlo.

Se a ¢ periodico di periodicita M, per definizione esiste un £ multiplo di M
tale che Péﬁ) > 0. Dalla (10.42) con ¢ = 0 abbiamo, inoltre,

P > ap Py = ap > 0. (10.46)

Siccome a ¢ periodico di periodicita M, dovra essere m+n (mod M) = 0: m+n
¢ un multiplo del periodo. Sempre per la periodicita di a, usando la (10.43)
abbiamo che

P > 4 PY >0, per £ (mod M) =0. (10.47)

a

Si evince che, se a ¢ periodico, allora (¢ +m +n) (mod M) = 0, perché m +n
¢ multiplo di M, e anche b sara periodico di periodicita M.
Infine, possiamo anche facilmente dimostrare la proprieta ulteriore che

l+m m l ¢
Py > PGYPY) = apyy). (10.48)

La probabilita di transizione tra stati diversi ha lo stesso comportamento delle
probabilita di ritorno nello stesso stato.

QED.

In conclusione, dato che in una catena irriducibile tutti gli eventi hanno la
stessa natura, la classificazione degli eventi si riporta alla catena intera, che sara
quindi detta periodica o aperiodica, persistente (nulla o non-nulla) e transiente.
In particolare, si dice catena di Markov ergodica una catena persistente non-nulla
aperiodica.

10.6.2  Tutti gli stati di una catena finita sono persistenti non-nulli

Un corollario del teorema precedente implica che in una catena irriducibile finita
non e possibile che tutti gli stati siano transienti o persistenti nulli. Infatti, la
condizione di normalizzazione della probabilita implica che

N
S RY =1, (10.49)
b=1

dove la somma su b si estende su un numero finito N di stati. Possiamo quindi
scambiare il limite n — oo con la sommatoria e ottenere

N N

1= 1im Y P =3 1m P (10.50)

n—oo n—oo
b=1 b=1

Come abbiamo visto, per il Teorema (10.41) della probabilita limite delle catene
di Markov per stati persistenti non-nulli si ha

n—oo n— oo

1
lim P = lim P} = o0
b
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mentre per stati persistenti nulli, si veda la (10.38), o per stati transienti, si veda
la (10.36), ogni termine della somma del lato destro dell’equazione (10.50) &
nullo. Siccome devono sommare a 1, tutti gli stati saranno persistenti non-nulli.

Come sottocorollario notiamo che in questo caso le frequenze medie di primo
ritorno {u~!} compongono una distribuzione di probabilita degli stati ben
normalizzata. Torneremo a questa proprieta nel Paragrafo 10.7.

10.6.3 Teorema della chiusura di uno stato persistente

Vediamo e dimostriamo un altro teorema, che afferma che per un dato stato
persistente p

e esiste un unico insieme chiuso irriducibile C,, che lo contiene;

e per ogni coppia di stati appartenenti a Cp, il primo passaggio in entrambi i
versi & un evento certo, fop = fre = 1.

Se uno stato ignoto i appartiene alla chiusura di p (si veda il Paragrafo 10.4.1),
vuol dire che i & accessibile da p. Per definizione esiste almeno un tempo n
per il quale la probabilita di primo passaggio da p a i & strettamente positiva:
foi M) — & > 0.

La probabilita di andare da p a ¢ per la prima volta in un numero qualsiasi
dipassie fp =) 0, ( ) . Analogamente, indicheremo con f;, la probabilita
di primo passaggio da 7 a p. La probabilita dell’evento complementare, ovvero
di non andare mai da ¢ a p, sara, quindi, 1 — f,.

Con questa terminologia possiamo scrivere la probabilita di lasciare p per
non ritornarci mai piti come

Ry Epri(l_fZ;n ZZ (n) (L= fip) > (1= fip).  (10.51)

Pero, per ipotesi, p ¢ persistente, ovvero ¢ certo il ritorno in p, e dunque per
definizione deve essere R\, = 0, il che implica

a(l_fip):0—>fip:1-

Riassumendo, se p & persistente, allora p & accessibile da qualsiasi stato i (di
cui ignoriamo il tipo) della sua chiusura. Rammentiamo che nella classificazione
del Paragrafo 10.4.4 avevamo visto
che uno stato persistente p ¢ definito
dalla proprieta fp, = 1. Ora vediamo
che la natura persistente di p implica
anche che f;, =1,V i.

In Figura 10.8a, mostriamo un
esempio dell'insieme C, degli stati ac-
cessibili da p. Prendiamo due stati
gi:gﬁ;ﬁﬁﬁ:ﬁ?&gﬁ?&.\glitoc;hee lﬁ accessibili dallo stato persistente p: (b) Da

’ qualsiasi stato raggiungibile da p & certo il
solo fatto che p sia persistente implica ritorno in p, perché questo & persistente.

fap = fbp =1
Figura 10.8. (a) Insieme C degli stati
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H 10.9 ESEMPI DI CATENE NON DI MARKOV

In generale, la maggior parte dei processi non ¢ descrivibile semplicemente
in termini di probabilita di transizione da uno stato all’altro e di probabi-
lita assoluta che il sistema si trovi in uno stato. La probabilita congiunta
p(k(0), k(1),...,k(n)) di una data catena di eventi k nel tempo discreto n non &
decomponibile come nella (10.5) nel prodotto di probabilita Py ;) (i+1) di passare
da uno stato all’altro in un passo. Tutti i processi per cui questa semplificazione
speciale non e valida vengono denominati genericamente non-markoviani.

In diversi casi ¢ possibile “markovianizzare” una catena ampliando lo spazio
delle variabili. Una catena non di Markov in una variabile puo diventare una
catena di Markov in due variabili sotto determinate condizioni. Invertendo il
discorso, una catena non di Markov puo essere vista come la proiezione su di
un sottospazio di una dinamica markoviana in uno spazio pitt grande.

Prendiamo ’esempio di un cammino aleatorio simmetrico in una dimensio-
ne. Come sappiamo ¢ un processo aleatorio di Markov X che prende valori
k=-L,...,—1,0,1,..., L sui numeri interi (L anche infinito), la cui matrice
stocastica e

1 1
Py = 551@,141 + 551“'—1 (10.81)

Modifichiamo la dinamica come proposto da van Kampen [68] favorendo la
tendenza a proseguire lungo la stessa direzione. Se alla mossa precedente il
camminatore & andato in una data direzione, allora avra una probabilita p > 1/2
di continuare in quella direzione e una probabilitd ¢ < 1/2 di tornare indietro.
Dunque la probabilita di una transizione al passo n+ 1 non dipende piu soltanto
dalla posizione X al passo n ma anche da quale posizione X proveniva al passo
n — 1. La probabilita congiunta dell’intera dinamica puo decomporsi al piu in
prodotti di termini del tipo p(k(n — 1), k(n),k(n+ 1)) e X(n) non & pit una
catena di Markov.

Possiamo, pero, rappresentare la stessa dinamica mediante una variabile
vettoriale X a due componenti

—

X(n)={Xi(n)=X(n—-1),Xs(n) =X(n)}.

Se guardiamo la transizione di questa variabile bidimensionale, due sono gli
eventi che si possono verificare in un passo:

e il sistema si sposta (per il camminatore originale compie due mosse nella
stessa direzione), con probabilita p;

e il sistema rimane fermo (nel sistema originale il camminatore si sposta e
torna indietro), con probabilita g.

Il passo della dinamica nella variabile X che assume valori k = {k1,k2} puo
essere illustrato cosi . ‘
21 12
e — e — e
ki ko
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e puo scriversi mediante la semplice probabilita di transizione in un passo dallo
stato ¢ allo stato k

P{JS = 6161,1'2 (p5k2*k1,i2*i1 + q6k2,i1) ) (1082)

che e la matrice stocastica di una catena di Markov per X.

Possiamo fare un altro esempio sempre partendo dal camminatore aleatorio
undimensionale X che prende valori sui siti 7. Raggruppiamo i siti in scatole di
lunghezza L e consideriamo la dinamica tra eventi che consistono nello stare
dentro una scatola. In pratica, arrozziamo il processo di cammino aleatorio tra
siti in un processo tra scatole (ma sempre con spostamento di un sito alla volta),
come in Figura 10.10.

1 iy 13 iy 15 ig i7 ig ig 110t %12
0000 IOl ool o000

L L L L

Figura 10.10. Esempio di catena non di Markov. Gli stati ix sono raggruppati in
scatole di L stati I'una e le variabili dipendono dalla scatola e non dallo stato.
Eventuali cambi di valore delle variabili non seguono una dinamica di tipo markoviano.

Definiamo una variabile aleatoria “di scatola” Y7, che al passo n prende il valore
k(n) = [i(n)/L], dove [...] indica la parte intera. Se L > 1, non sappiamo
esattamente in che sito si trovi il camminatore dentro la scatola, per cui non
possiamo valutare la probabilita che rimanga nella scatola o che vada in un’altra
scatola soltanto come una semplice probabilita di transizione da una scatola
all’altra. Abbiamo bisogno di conoscere quando e come il camminatore € entrato
nella scatola di partenza e tutte le possibili dinamiche interne alla scatola (a
noi invisibili). La dinamica tra scatole richiede, percio, la conoscenza di Y7, ai
passi precedenti e la catena di eventi non ¢ piu di Markov. In questo esempio si
mostra esplicitamente come il meccanismo di coarse graining che mette insieme
posizioni diverse nella scatola porti da una catena di Markov a una non-Markov.

Lo stesso di puo dire dell’estrazione da un’urna di palline di tipo diverso,
caratterizzato da un dato peso. Se la variabile aleatoria di cui osserviamo la
dinamica ¢ il peso totale di tutte le palline estratte, il processo non ¢ markoviano.
Lo diventa se consideriamo come variabile aleatoria il vettore i cui elementi
rappresentano il peso dei diversi tipi di palline.

In generale, se partiamo da una catena di Markov e riduciamo lo spazio degli
eventi, perdendo alcune informazioni, la catena risultante pud non essere una
catena di Markov; al contrario, partendo da una catena non di Markov questa
puo diventare equivalente a una catena di Markov se ampliamo lo spazio degli
eventi.

10.9.1 Processi non-markoviani continui

Passando al continuo, sia nelle variabili sia nel tempo, come abbiamo fatto per
il caso del camminatore aleatorio nei Paragrafi 7.3-7.6, un processo markoviano
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soddisfa un’equazione differenziale stocastica del primo ordine, detta equazione
di Langevin, come per esempio ’equazione (7.48). Nel Paragrafo 7.5 abbiamo
visto che questa & una approssimazione per grande viscosita dell’equazione
(7.49). Quest’ultima ¢ una equazione del secondo ordine, che riportiamo qui per
comodita in una dimensione

. i i = Fla) + V¥ E()

(@) =0, (E@®EX)) =0o(t—1),

la cui soluzione ¢ un processo non-markoviano. E pero possibile anche in questo
caso ampliare lo spazio delle variabili definendo una variabile vettoriale (z,v)
per cui 'equazione diventa un sistema

v=2a
{i) = —nov+ F(x)+ V/vEQR)
di equazioni differenziali stocastiche (o almeno la seconda) del primo ordine,
la cui soluzione (x(t),v(t)) €, invece, un processo di Markov. La densita di
probabilita p(x, v, t|xg, v, to) del processo bidimensionale (z(t),v(t)) condizio-
nata alle condizioni iniziali (xg,vg) al tempo tg del sistema di equazioni ¢ la
soluzione dell’equazione di Fokker-Planck del moto browniano in assenza di
sovrasmorzamento (si vedano i Paragrafi 7.3 e 7.5).

APPENDICI MATEMATICHE

M 10.A SCAMBIO DI LIMITE E SOMMA NELL'IPOTESI
DI ASSOLUTA CONVERGENZA

Vogliamo ora approfondire 'ultimo passaggio della dimostrazione del Teorema
della probabilita limite del Paragrafo 10.5 e mostrare esplicitamente perché
questo sia lecito e come entri in gioco I'ipotesi di assoluta convergenza. La prima
cosa da fare e giustificare il limite

n o0
LD DR L D DR (10.83)

Banalmente si potrebbe mettere a zero ogni P("<% prima di prendere il limite,
ma si pud vedere che & sufficiente che le P("<%) siano probabilita (ovvero < 1)
per garantire questo passaggio. Infatti, se aggiungiamo e togliamo gli elementi
della serie fino a co, usando la (10.31) possiamo scrivere

. () 1 N p(m) p(n—m) o () (n-m) _ 1
i P = i 3 LB = i 3 LR < Jim A,

dove abbiamo definito
A(n)

S (10.84)

m=n-+1

Siccome > 7, fii) =1, lim,, 00 A(n) = 0 e vale la (10.83).
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