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CAPITOLO

1
PROPRIETÀ ESEMPIO

LE GRANDEZZE VETTORIALI • Hanno una direzione, un verso e  
un modulo (maggiore o uguale a zero) 
espresso con un’unità di misura.

• Sono rappresentate da segmenti 
orientati di lunghezza proporzionale  
al loro modulo.

F = 8 N

s = 5 m

F
s

LA SOMMA DI VETTORI 
a b+  CON IL METODO 
PUNTA-CODA

1. Disegniamo il vettore b  applicato  
alla punta di a ;

2. il vettore somma è quello che va  
dalla coda di a  alla punta di b . bba +

a

LA SOMMA DI VETTORI 
a b+  CON IL METODO  
DEL PARALLELOGRAMMA

1. Disegniamo a  e b  con la coda  
nello stesso punto;

2. costruiamo il parallelogramma  
che ha i due vettori come lati;

3. è il vettore somma lungo la diagonale 
del parallelogramma. b

ba +a

LA MOLTIPLICAZIONE  
DI UN VETTORE a   
PER UN NUMERO k , c ka=

Il vettore c  ha: 
• la stessa direzione di a ;
• lo stesso verso di a  se k > 0 e verso 

opposto se k < 0;
• modulo pari a c k a= .

a

a–2c =

LA DIFFERENZA  
TRA DUE VETTORI a b- È la somma di a  e del vettore b b1- = -^ h

(detto opposto del vettore b ).

b–b

a
ba –

1 I vettori in sintesi

I vettori
GUARDA!

Risposte ai  

Fermati a pensare
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2 Le componenti di un vettore

Disegniamo un vettore a  nel piano con la coda nell’origine O di un sistema di assi car-
tesiani x e y. Alla punta del vettore corrispondono due coordinate ax  e a y , ciascuna delle 
quali può essere positiva o negativa. 

Le coordinate ax  e a y  che individuano la punta di un vettore a  quando la sua coda 
è nell’origine degli assi cartesiani x e y sono dette componenti cartesiane di a .

Per specificare a  tramite le sue componenti cartesiane usiamo la notazione ;a a ax y^ h . Dal 
teorema di Pitagora deduciamo che il modulo a di ;a a ax y^ h ha la seguente espressione:

aa a ax y
2 2

= +=  [1]

Inoltre, nel piano cartesiano si definiscono due vettori unitari, chiamati versori, indicati 
con i simboli xt  e yt  e rappresentati in blu nella figura.

I versori xt  e yt  sono orientati rispettivamente come gli assi x e y e hanno modulo 
uguale a 1.

Allora, i vettori a a xx x= t  e a a yy y= t  sono le proiezioni di a  sugli assi x e y e il vettore a
è la somma vettoriale di ax  e ay :

a a a a x a yx y x y= + = +t t  [2]

Per descrivere un vettore a  nello spazio è necessario fissare una terna di assi cartesiani, 
tenere conto anche della componente az  rispetto all’asse z e definire il corrispondente 
versore zt . 

Le formule [1] e [2]si generalizzano come segue:

a a a ax y z
2 2 2

= + +  e  a a x a y a zx y z= + +t t t

Le operazioni con i vettori in componenti 

La rappresentazione cartesiana facilita le operazioni sui vettori. Per esempio, ponendo  
a a x a yx y= +t t  e b b x b yx y= +t t , troviamo che a b+  è il vettore che ha per componente x 
la somma delle componenti x dei due addendi e per componente y la somma delle loro 
componenti y:

a b a x a y b x b y a b x a b yx y x y x x y y+ = + + + = + + +t t t t t t^ ^h h
La tabella alla pagina seguente mostra tre operazioni sui vettori in componenti. I risul-
tati sono ottenuti sfruttando la proprietà commutativa e associativa dell’addizione dei 
vettori e la proprietà distributiva della moltiplicazione di un numero per un vettore. 

y

xO

a
x
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a
y
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(nell’eBook) 

Somma vettoriale 
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OPERAZIONI SUI VETTORI IN COMPONENTI

OPERAZIONE RISULTATO

addizione c a b= + ;c a bx x x= +  ;c a by y y= +  c a bz z z= +

sottrazione d a b= - ;d a bx x x= - ;d a by y y= -      c a bz z z= -

prodotto per un numero p ka= ;p kax x=    ;p kay y=     p kaz z=

Le componenti cartesiane in funzione dell’angolo

Il vettore a  rappresentato in figura forma un angolo α con l’asse x. Il rapporto tra la 
componente x e il modulo del vettore è il coseno di α e il rapporto tra la componente y 
e il modulo è il seno di α:

cos a
axa =  e  sin a

a y
a =

Da queste relazioni possiamo ricavare ax  e a y  in funzione di a e di α:

cos

sin

a a

a a

x

y

a

a

=

=

)
  [3]

Inoltre il rapporto tra le componenti y e x del vettore è la tangente di α:

tan a
a

x

y
a = [4]

Affinché le formule [3] e [4] tengano conto in modo automatico dei segni di ax  e a y , è 
necessario considerare α come un angolo orientato: positivo se è descritto in senso an-

tiorario dalla rotazione che porta il semiasse x positivo sul vettore, negativo se è descrit-

to in senso orario.

Il coseno, il seno e la tangente sono funzioni dell’angolo: per qualsiasi angolo orientato, 
i loro valori si possono ottenere con la calcolatrice scientifica (tasti «cos», «sin» e «tan»). 
La calcolatrice dà anche le funzioni inverse (tasti «cos–1», «sin–1» e «tan–1»), cioè fornisce 
l’angolo se sono noti i valori del coseno, del seno o della tangente.

PER ESEMPIO

Il vettore u  ha modulo u = 3,00 e forma con l’asse 
x l’angolo α = 130°.

▶ Determina le componenti cartesiane ux  e u y  del 

vettore u .

Risoluzione

Dalle formule [3], usando la calcolatrice per i valori 
di cos 130° e sin 130°, otteniamo:

, , ,

, , ,

–1,93

2,30

u

u

cos cos

sin sin

u

u

3 00 130 3 00 0 643

3 00 130 3 00 0 766

x

y

# #

# #

c

c

a

a

= = = - =

= = = =

^ h*

u

y

xO

u
y

u
x

3,00
130¡

a

y

xO a
x

a
y

a sin α

a cos α

α

COMPONENTI  
CARTESIANE

componente x modulo di a

angolo con l’asse xcomponente y

a

y

xO

α
β

b

componente x di a

componente y di a

angolo positivo

angolo negativo
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PROBLEMA MODELLO 1 La risultante di due forze in componenti

Le forze F1 e F2  hanno entrambe modulo pari a 10,0 N. Rispetto al semiasse positivo delle ascisse, F1 forma un 
angolo di −45° e F2  un angolo di 60°. 

▶ Calcola le componenti cartesiane del vettore F F F1 2= + .

▶ Determina il modulo della forza risultante F . 

analisi

rappresentiamo la situazione

y

xO

B

Aα = – 45°

β = 60°

F
2

F
1

F
1

 + F
2

risoluzione

■ TROVIAMO LE COMPONENTI DI F1 Dalle formule [3], ricaviamo

( , ) ( ) ,

( , ) ( ) ,

cos cos

sin sin

F F

F F

10 0 45 7 07

10 0 45 7 07

N N

N N

,

,

x

y

1 1

1 1

c

c

a

a

= = - =

= = - =-

*
■ TROVIAMO LE COMPONENTI DI F2

( ) ,

, ( ) ,

cos (10,0 N)cos N

sin ( N)sin N

F F

F F

60 5 00

10 0 60 8 66

,

,

x

y

2 2

2 2

c

c

b

b

= = =

= = =

*
■ CALCOLIAMO LE COMPONENTI DI F F F1 2= +

, ,

, , N

1,59 NN N

N 5,00 NF

F

F F

F F 7 07 8 66

7 07 12 07

, ,

, ,x

y

x x

y y1 2

1 2

= + =- + =

= + = + =*
■ CALCOLIAMO IL MODULO DI F I vettori Fx  e Fy  sono perpendicolari tra loro e la loro somma è F , perciò 

possiamo applicare il teorema di Pitagora al triangolo OAB:

( , ) ( , ) ( , , )

, 12,17 N

F OB OA AB

12 07 1 59 145 7 2 53

148 2

N N N

N

2 2

2 2 2

= = + =

= + = + =

= =

per non sbagliare

L’angolo α è negativo: si passa dal semiasse positivo delle ascisse al vettore F1 percorrendo un’ampiezza di 45° in 
senso antiorario.

Perciò si ha sin sin sin45 45 2
2

c ca = - =- =-^ h

dati

• Modulo della prima forza: F1 = 10,0 N
• Modulo della seconda forza: F2 = 10,0 N
• Angolo tra il semiasse positivo delle ascisse e F1: α = −45°
• Angolo tra il semiasse positivo delle ascisse e F2 : β = 60°

incognite

• Componenti cartesiane della forza risultante: Fx = ?, Fy = ?
• Modulo della forza risultante: F = ?
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3 Moltiplicare un vettore per un altro

Tra due vettori si definiscono due tipi di moltiplicazione.

■ Il prodotto scalare associa a ogni coppia di vettori a  e b  un numero (con eventuale 
unità di misura) ed è indicato con il simbolo a b$ , che si legge «a scalare b».

■ Il prodotto vettoriale associa a ogni coppia di vettori a  e b  un altro vettore ed è indi-
cato con il simbolo ba # , che si legge «a vettore b».

Il prodotto scalare

Il prodotto scalare di a  per b  è il numero uguale al prodotto dei moduli a e b dei 
due vettori per il coseno dell’angolo α tra essi compreso:

cosa b ab$ a=  [5]

Rappresentiamo i due vettori con la coda nello stesso punto. In base alla prima delle 
formule [3], il prodotto cosb a  è uguale alla componente ba  di b  rispetto alla direzione 
e al verso individuati da .a

■ Perciò, la definizione [5] dice che il prodotto scalare di a  per b  è uguale al modulo di 
a   moltiplicato per la componente ba  di b  lungo a :

a b aba$ =

■ In base allo stesso ragionamento, il prodotto a cos α è uguale alla componente ab  di a
lungo b . Arriviamo quindi alla conclusione simmetrica:

a b bab$ =

■ Se l’angolo α è acuto, il cos a  è posi-
tivo, allora anche il prodotto scalare è 
positivo.

■ Se l’angolo α è ottuso, il cos a  è ne-
gativo, allora anche il prodotto scalare 
è negativo.

Inoltre,

■ se i vettori a  e b sono perpendicolari, cos 90 0c =  e a b 0$ = ;

■ se i vettori a  e b sono paralleli, cos 0 1c =  e a b ab$ = . In particolare a a a2
$ = .  

prodotto scalare modulo di a

angolo tra a e b
modulo di b

α

b

a

b
a

b
a
 > 0

b > 0a ·

b
a

α

b

a

b
a
 < 0

b < 0a ·

a
α

b

b
a
 = bcos α

a
α

b

a
b
 = acos α

α

b

a



23

I vettori 1

ba ×

b a

Dalla definizione [5] segue che il prodotto scalare gode delle proprietà commutativa e 

distributiva:

a b b a$ $=  e a b c a b a c$ $ $+ = +^ h
Applicando la [5] ai versori , zx y e ttt  degli assi cartesiani troviamo:

x x y y z z 1$ $ $= = =t t t t t t  e x y x z y z 0$ $ $= = =t t t t t t

Scriviamo ora i due vettori a  e b  per componenti e calcoliamo il prodotto scalare a b$ :

a a x a y a zx y z= + +t t t  e b b x b y b zx y z= + +t t t

a b a x a y a z b x b y b z a b a b a bx y z x y z x x y y z z$ $= + + + + = + +t t t t t t^ ^h h [6]

Il prodotto vettoriale

Il prodotto vettoriale di a  per b  è un vettore perpendicolare al piano che contiene 
a  e b ; il suo modulo a b#  è il prodotto dei moduli a e b dei due vettori per il seno 
dell’angolo α tra essi compreso:

sina b ab# a=  [7]

■ Per la seconda delle formule [3], il prodotto sinb a  è uguale alla componente b=  di b
lungo la direzione perpendicolare ad a  nel piano individuato da a  e b . 

■ In modo simmetrico, il prodotto sina a  è uguale alla componente a=  di a  lungo la 
direzione perpendicolare a b . Perciò possiamo scrivere:

a b ab ba# = == = [8]

Osserviamo che b=  è la misura di una delle due altezze del parallelogramma che ha per 
lati i due vettori a  e b  (e a=  è la misura dell’altra altezza). Ciò significa che il modulo del 
prodotto vettoriale di a  per b  è uguale all’area di questo parallelogramma.

α

b

a

Quindi,

■ il prodotto vettoriale di due vettori paralleli è nullo; 

■ il prodotto vettoriale di due vettori perpendicolari ha modulo massimo, uguale 
al prodotto dei moduli dei vettori.

modulo del prodotto  

vettoriale

modulo di a

angolo tra a e bmodulo di b

modulo del  

prodotto vettoriale

b=  = b sin α

b=  = b sin α

b  = bsin α

a
α

b

a  = asin α

a
α

b
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Il verso di a b#  è fissato dalla regola della mano destra:

se si pone il pollice della mano destra nel verso di a  (il primo vettore) e le altre dita 
nel verso di b  (il secondo vettore), il vettore a b#  esce dal palmo della mano.

b a

ba ×

Se applichiamo la definizione [7] e la regola della mano destra al calcolo di b a# , otte-
niamo come risultato un vettore che ha la stessa direzione e lo stesso modulo di a b# , 
ma il verso opposto. Quindi, per il prodotto vettoriale vale la proprietà anticommutativa, 
oltre alla proprietà distributiva G:

b a a b# #=-   a b c a b a c# # #+ = +^ h
I versori e, zyx ttt  soddisfano le seguenti relazioni:

; , ,x x y y z z x y z y z x z x y0# # # # # #= = = = = =t t t t t t t t t t t t t t t

Ponendo a a x a y a zx y z= + +t t t  e b b x b y b zx y z= + +t t t  e facendo i calcoli, troviamo  

a b a b a b x a b a b y a b a b zy z z y z x x z x y y x# = - + - + -t t t^ ^ ^h h h [9]

4 Le grandezze vettoriali  
della cinematica

Una palla lanciata verso il canestro percorre una tra-
iettoria curvilinea contenuta in un piano verticale. 

Fissiamo in questo piano una coppia di assi cartesia-
ni e chiamiamo vettore posizione s  della palla il seg-
mento orientato che ha il primo estremo nell’origine 
O e il secondo estremo nella posizione istantanea P 
della palla. Il vettore s  ha come componenti cartesia-
ne le coordinate x e y di P.

Descrivere il moto di un corpo in un piano o nello spazio significa specificare il vettore 
posizione s  istante per istante, assieme agli altri vettori che caratterizzano il moto, ossia 
la velocità v  e l’accelerazione a .

La velocità

Se il vettore posizione di un corpo è s1 a un istante t1 e s 2  a un istante successivo t2 , 
lo spostamento compiuto nell’intervallo di tempo t t t2 1D = -  è s s s2 1D = - . La velocità 

vettoriale media vm  del corpo in tD  è definita come il rapporto tra sD  e tD :

v t
s

t t
s s

m
2 1

2 1

D
D

= =
-

-

[10]

[7] sina b ab# a=

x

P
y

s

vettore velocità  

media (m/s)

vettore spostamento (m) vettore posizione finale (m)

intervallo di tempo (s)

vettore posizione  

iniziale (m)

VETTORE  
VELOCITÀ MEDIA

FERMATI A PENSARE

Considera due vettori 

qualsiasi u  e v .

▶ Quanto vale 

l’espressione 

u v u$ #^ h?
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■ Il vettore spostamento di un oggetto 
che si sposta da P1 a P2 è s s s2 1D = - . 
L’intervallo di tempo Δt che impiega è 
una quantità positiva, allora il vettore 
velocità media vm  ha sempre la stessa 

direzione e lo stesso verso di sD .

■ Per Δt molto piccolo il rapporto 

t
s
D
D  è la velocità istantanea v . Al dimi-

nuire di Δt, la posizione finale P2 si av-
vicina alla posizione iniziale P1 e v  ten-
de a disporsi lungo la retta tangente 

alla traiettoria in P1.

La velocità vettoriale istantanea v  di un corpo è tangente alla traiettoria nel punto 
in cui si trova il corpo all’istante considerato ed è rivolta nel verso del moto.

PER ESEMPIO

Un falco si trova su un ramo nella posizione ( ) ( ) ( )s x y z10 25 12m m m1 = + +t t t

rispetto a un dato sistema di riferimento. Poi spicca il volo e poco dopo si trova 
su una roccia nella posizione ( ) ( ) ( )s x y z30 15 29m m m2 = +-t t t .

▶ Calcola il vettore spostamento s s s1 1D = -  del falco e la lunghezza dello stesso 

spostamento. 

Risoluzione

■ Le componenti del vettore differenza sono date dalla differenza delle 
componenti dei vettori di partenza. Quindi:

20 40 m 17 m

s

x y z

ss x y z30 10 15 25 29 12m m m m m m

m

2 1D = - = - + - - + - =

= - +

t t t

t t t

^ ^ ^
^ ^ ^

h h h
h h h

■ La lunghezza dello spostamento è

48 ms s s s 40 1720 m m mx y z
2 2 2 2 22D D DD = + + = + - + =^ ^ ^^ ^ ^ h h hh h h

C
re

a
ti

ve
 C

o
m

m
o

n
s

L’accelerazione

Chiamiamo v1 la velocità istantanea di un corpo a un istante t1 e v2  la sua velocità a un 
istante successivo t2 . L’accelerazione vettoriale media am  del corpo in t t t2 1D = -  è de-
finita come il rapporto tra la variazione di velocità v v v2 1D = -  e tD :

a t
v

t t
v v

m
2 1

2 1

D
D

= =
-

-

[11]

xO

y

v
m

s
2

Δs

s
1

P
1

P
2

xO

y v

Δs

P
1

P
2

vettore accelerazione   

media (m/s2)

vettore variazione di  

velocità (m/s)
vettore velocità finale (m)

intervallo di tempo (s)

vettore velocità  

iniziale (m) VETTORE  
ACCELERAZIONE MEDIA
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Il vettore am  ha la stessa direzione e lo stesso verso di vD  e si avvicina tanto più all’acce-
lerazione istantanea quanto più tD  è piccolo.

xO

y

Δv = v
2
 – v

1

P
1

P
2

v
1

–v
1

v
2

v
2

a
m

Nel moto curvilineo si ha sempre un’accelerazione: la direzione del vettore velocità 
cambia di continuo, anche quando il modulo della velocità resta costante. Poiché 
il vettore velocità piega, l’accelerazione vettoriale istantanea a  è orientata verso 
l’interno della curva.

5 Le grandezze vettoriali  
per lo studio dell’equilibrio

Una palla lanciata verso il canestro prima sale e poi scende; nel frattempo, se è tirata «a 
effetto», ruota attorno al proprio centro. Al momento del lancio la palla esce dallo stato 
di equilibrio in cui si trovava quando era ferma nelle mani del cestista.

Le forze e l’equilibrio del punto materiale

Ogni corpo sulla Terra è soggetto alla forza-peso e, quando è lasciato libero, cade. Per 
tenerlo fermo è necessario equilibrare la forza-peso FP  con una forza opposta. 

In generale, 

un corpo fermo resta fermo quando la forza risultante Ftot , somma vettoriale delle 
n forze , , ,F F Fn1 1 f  che agiscono su di esso, è nulla:

F F F F F 0n i
i

n

1 2
1

tot f= + + + = =

=

/
[12]

La formula [12] è la condizione di equilibrio per un punto materiale, ossia un corpo di 
cui non interessa la struttura e di cui si considerano solo i moti di traslazione, tralascian-
do gli eventuali moti di rotazione e moti interni. 

accelerazione media  

parallela e concorde  

con la variazione  

di velocità

variazione  

di velocità

P
a
t 

S
h

ra
d

e
r/

iS
to

ck
p

h
o

to

CONDIZIONE  
DI EQUILIBRIO  

DI UN PUNTO MATERIALE
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I momenti delle forze e l’equilibrio del corpo rigido 

Per descrivere i moti di rotazione e l’equilibrio rispetto alla rotazione dobbiamo abban-
donare il modello del punto materiale e usare il modello del corpo rigido, nel quale si 
tiene conto delle dimensioni degli oggetti, trascurando per semplicità le deformazioni 
che potrebbero essere prodotte dalle forze.

In certi casi la risultante Ftot  delle forze che agiscono su un corpo rigido è nulla, ma il 
corpo non è in equilibrio. Per esempio, se esercitiamo sul volante di un’automobile due 
forze opposte nei due estremi di un diametro, il volante comincia a ruotare: l’effetto di 
una forza su un corpo rigido non dipende solo dalle proprietà della forza, ma anche dal 
punto in cui essa agisce. 

La grandezza fisica che tiene conto di tutti questi fattori, compreso il punto di applica-
zione rispetto a un punto di riferimento O, è il momento della forza. 

Per definire il momento M  di una forza F  rispetto a un punto O si usa il prodotto 
vettoriale. Indicando con r  il vettore posizione che va da O al punto di applicazione P 
di F , si ha:

M r F#=  [13]

In base alla formula [8], il modulo di M  è uguale al prodotto del modulo del vettore F
per la componente r=  del vettore r  a esso perpendicolare. 

La componente r=  è la distanza tra O e la retta che contiene F , ossia è il braccio della 
forza, di solito indicato con b:

M bF=  [14]

Nel SI, l’unità di misura del momento di una forza è il N · m, prodotto dell’unità di forza 
per l’unità di lunghezza.

Se a un corpo rigido sono applicate più forze, il momento risultante Mtot  rispetto a un 
punto O è la somma vettoriale dei momenti delle singole forze, tutti calcolati rispetto a 
O. Due forze uguali e opposte applicate allo stesso corpo in punti distinti, come nell’e-
sempio del volante, formano una coppia. 

Il momento di una coppia, somma vettoriale dei due momenti, ha modulo M = dF, 
dove d è la distanza tra le rette lungo cui agiscono le forze F  e F- .

Per una coppia e per tutti i sistemi di forze a risultante nulla, il momento risultante Mtot

non dipende dal punto O rispetto al quale è calcolato G.

Un corpo rigido è in equilibrio sia rispetto alla traslazione sia rispetto alla rotazio-
ne quando la risultante Ftot  delle n forze a esso applicate è nulla e, allo stesso tempo, 
il momento risultante Mtot  di queste forze rispetto a un punto qualunque è nullo:

F F

M M

0

0

i
i

n

i
i

n

1

1

tot

tot

= =

= =

=

=

Z

[

\

]]

]]

/

/

F

–F

MOMENTO  
DI UNA FORZA

momento della forza  

rispetto a O (N · m)

vettore posizione  

di P rispetto a O (m)

forza applicata  

in P (N)

[8] a b ab ba# = == =

F

O

P

r

r b==  è il braccio  

di F  rispetto a O

d

F

–F

FERMATI A PENSARE

▶ Quali sono la direzione 

e il verso del momento 

della coppia, nell’e-

sempio del volante di 

un’automobile?

CONDIZIONI  
DI EQUILIBRIO  
DI UN CORPO RIGIDO

[14]
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I vettori1

PROBLEMA MODELLO 2 Le condizioni di equilibrio di un corpo rigido

Una scala a pioli di 4,6 kg e lunga 3,2 m è poggiata contro un muro e forma un angolo di 60° con il suolo. Il 
baricentro G della scala è nel suo centro geometrico. L’attrito tra la scala e il muro è trascurabile, mentre non lo 
è quello tra la scala e il suolo.

▶ Determina le forze che il suolo e il muro applicano alla scala.

analisi

rappresentiamo la situazione

60°

GG

L = 3,2 m
muro liscio

suolo con attrito

massa della 
scala
m = 4,6 kg

risoluzione

■ RICAVIAMO LA COMPONENTE Y DELLA FORZA IN A Alla scala sono applicate le seguenti forze:

1. la forza-peso Fp , applicata nel baricentro G della scala;

2. la forza di reazione vincolare FV  del muro, perpendicolare al muro;

3. la forza FA  data dalla somma della forza di attrito statico tra la scala e il suolo (senza 
la quale la scala non potrebbe restare in piedi) e della reazione vincolare del suolo.

La scala è ferma e non trasla, allora la condizione di equilibrio delle forze è F 0tot = , 
che dà le seguenti equazioni lungo le direzioni verticale e orizzontale:

( , ) ,F mg F F mg

F F

0 4 6 9 8 45

0

kg m s N,

,

A y Ay P

A x V

2
&- = = = = =

- =

^ h*
■ RICAVIAMO LA FORZA DI REAZIONE VINCOLARE La scala non ruota, quindi è nulla anche la somma dei 

momenti applicati alla scala. Rispetto al punto A, abbiamo che:

1. il momento della forza FA  è nullo, perché è nullo il suo braccio;

2. il braccio della forza-peso FP  è cosb L
2 60P c=  e quello di FV  è sinb h L 60V c= =  ;

3. i momenti delle forze Fp  e FV  hanno versi opposti. 

Affinché la somma dei momenti applicati alla scala sia nulla, deve valere

, ,
13 NF sin

cos

sin

cos
b mg hF h

b mg
L

L mg
0 60

2 60

2 60

4 6 9 8 60kg s
m

VP V
P 2

&
c

c

c

c

- = = = = =

a ^ ak h k

■ RICAVIAMO LA COMPONENTE X DELLA FORZA IN A Dall’equazione di equilibrio delle forze nella direzione 
orizzontale possiamo trovare FA:

47 NF N NF F F F13 13 45N AAx V Ax Ay
2 2 2 2

&= = = + = + =^ ^ ^ ^h h h h
Per non sbagliare

Calcolare i momenti rispetto a un punto nel quale è applicata una forza di intensità sconosciuta ha semplificato 
la risoluzione del problema, perché il momento di questa forza è nullo rispetto al punto scelto.

dati

• Massa della scala: m = 4,6 kg
• Lunghezza della scala: L = 3,2 m 
• Angolo tra scala e terreno: α = 60°

incognite

• Forza in A: FA  = ?
• Forza di reazione vincolare del muro: FV  = ?

F
V

F
P

F
A

G

A

B

d

h
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Le formule
I vettori e le loro componenti

ŷ x̂

y

xO α

a
y
 = –4ŷ

a
x
 = 5x̂

a

a a x a yx y= +t t

■ Le componenti cartesiane di un vettore a  sono le coordinate ax  e a y

della punta del vettore quando la sua coda è nell’origine degli assi x  e y . 

■ I versori xt  e yt  sono vettori di modulo uguale a 1, rispettivamente orientati 

come gli assi x  e y .

■ Le proiezioni di un vettore a  lungo gli assi sono a a xx x= t  e a a yy y= t ,  

che sommate danno a . V pag. 19

y

xO a
x

a
y

α

a

acos α

asin α

cos

sin

a a

a a

x

y

a

a

=

=

)

■ La componente x  di un vettore a  è il prodotto del modulo di a   

per il coseno dell’angolo α formato da a  con l’asse x .

■ La componente y  è il prodotto del modulo di a  per il seno 

dello stesso angolo a . V pag. 20

aa a ax y
2 2

= = +

Il modulo di un vettore è la radice quadrata della somma dei quadrati  

delle sue componenti cartesiane. V pag. 19

tan a
a

x

y
a =

La tangente dell’angolo formato da un vettore con l’asse x   

è il rapporto tra la componente y  e la componente x  del vettore. V pag. 20

v t
s

t t
s s

m
2 1

2 1

D
D

= =
-

-

La velocità vettoriale media vm è il rapporto tra il vettore spostamento e 

l’intervallo di tempo corrispondente. Al diminuire dell’intervallo di tempo,  

vm tende alla velocità vettoriale istantanea. V pag. 24

a t
v

t t
v v

m
2 1

2 1

D
D

= =
-

-

L’accelerazione vettoriale media am è il rapporto tra la variazione  

della velocità vettoriale istantanea e l’intervallo di tempo corrispondente. Al 

diminuire dell’intervallo di tempo, am tende all’accelerazione  

vettoriale istantanea. V pag. 25

Il prodotto scalare e il prodotto vettoriale

α

b

a

cosa b ab$ a=

Il prodotto scalare a b$  di due vettori a  e b  è il prodotto dei loro  

moduli per il coseno dell’angolo α tra essi compreso. V pag. 22
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Le formule

b a

ba ×

sina b ab# a=

Il prodotto vettoriale a b#  di due vettori a  e b  è un vettore che ha:

■ direzione perpendicolare ad a  e a b ; 

■ verso uscente dal palmo della mano destra quando il pollice è orientato 

come a  e le altre dita sono orientate come b ; 

■ modulo uguale al prodotto dei moduli di a  e b  per il seno dell’angolo  

α tra essi compreso.  V pag. 23

Il momento di una forza e le condizioni di equilibrio

M r F#=

F

O

P

r

r  = b

M bF=

■ Il momento di una forza rispetto a un punto O è il prodotto  

vettoriale del vettore r , che congiunge O al punto di applicazione  

della forza F , per F . L’unità di misura del momento di una forza è il N · m. 

V pag. 27

■ Il modulo del momento di una forza è uguale al braccio b, distanza  

del punto di riferimento O dalla retta di azione della forza F ,  

moltiplicato per il modulo di F . V pag. 27

d

F

–F

M dF=

Il momento di una coppia:

■ è la somma vettoriale dei momenti delle forze F  e F-  della coppia, 

calcolati rispetto a uno stesso punto (arbitrario); 

■ ha modulo uguale alla distanza d tra le rette di azione di F  e F-
moltiplicata per il modulo di F  (o di F- ). V pag. 27

F F 0i
i

n

1
tot = =

=

/ La condizione di equilibrio di un punto materiale: la forza risultante Ftot , 

somma vettoriale delle n forze applicate, deve essere nulla. V pag. 26

F F

M M

0

0

i
i

n

i
i

n

1

1

tot

tot

= =

= =

=

=

Z

[

\

]
]

]]

/

/

Le condizioni di equilibrio di un corpo rigido: la risultante Ftot  delle forze 

applicate deve essere nulla; il momento risultante Mtot , somma vettoriale  

dei momenti delle singole forze rispetto a uno stesso punto (arbitrario),  

deve essere nullo. V pag. 27
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TestTest

I vettori, il prodotto scalare e il prodotto vettoriale

Se moltiplichiamo un vettore assegnato per un numero, il 
vettore che otteniamo ha verso opposto a quello di partenza
A solo quando il numero è –1.

B solo se il vettore di partenza è negativo.

C quando il numero è negativo.

D quando il numero è negativo e intero.

Due vettori sono tali che la loro somma forma un ango-
lo di 45° con il semiasse positivo delle x. Quale delle se-
guenti affermazioni è corretta?
A I due vettori sono ortogonali tra loro.

B I due vettori hanno modulo uguale.

C I due vettori sono l’uno l’opposto dell’altro.

D Nessuna delle precedenti

Una pista di atletica olimpionica è lunga 400 m. In una gara, 
un corridore percorre la pista in tutta la sua lunghezza. 

xO

y

Il vettore posizione risultante sull’intera gara
A è il vettore nullo.

B ha modulo 800 m.

C ha modulo 400 m.

D è perpendicolare all’asse delle y.

Un vettore forma un angolo di 135° con il semiasse posi-
tivo delle x e le sue componenti lungo gli assi sono
A entrambe positive.

B entrambe negative.

C positiva lungo l’asse x e negativa lungo l’asse y.

D positiva lungo l’asse y e negativa lungo l’asse x.

Il prodotto scalare tra due vettori è nullo
A quando i vettori sono uguali ma hanno verso opposto.

B quando i vettori sono paralleli.

C quando i vettori sono perpendicolari.

D esclusivamente quando entrambi i vettori sono nulli.

Dati due vettori v  e w , indichiamo con v1 la proiezione 
di v  nella direzione di w  e con w1 la proiezione di w  nel-
la direzione di v . Se φ è l’angolo compreso fra i due vet-
tori di partenza, il prodotto scalare di v  e w  può essere 
scritto come
A vw1.

B cosv w1 { .

C cosvw1 { .

D v w1 1.

Il prodotto vettoriale di due vettori unitari vale +1. Allora 
A i due vettori devono essere ortogonali.

B i due vettori devono essere positivi.

C i due vettori hanno la stessa direzione.

D i due vettori sono uno l’opposto dell’altro.

Due vettori hanno componenti ( ); ;a 1 2 5=  e ( ; ; )b k1 2= . 
Affinché i due vettori siamo ortogonali tra loro
A k deve essere 0.

B k deve essere 1.

C k deve essere –1.

D k deve essere –5.

Il momento di una forza e le condizioni di equilibrio

Il momento di una forza è zero quando
A la forza e il vettore che congiunge l’origine del sistema 

di riferimento con il punto d’applicazione della forza 
sono perpendicolari.

B la forza e il vettore che congiunge l’origine del sistema 
di riferimento con il punto d’applicazione della forza 
sono paralleli.

C la forza è applicata nel punto rispetto al quale il mo-
mento è calcolato.

D il vettore che congiunge l’origine del sistema di riferi-
mento con il punto d’applicazione della forza forma 
un angolo di 90° con il momento della forza stessa. 

Una bilancia a bracci 
diseguali è soggetta a 
una coppia di forze. 
Possiamo affermare 
che
A la bilancia è in 

equilibrio.

B la bilancia pende dalla parte di F1.

C la bilancia pende dalla parte di F2.

D non si può stabilire se la bilancia è in equilibrio.

1

2

3

4

5

6

7

8

9 10

b
1
 = 5 cm

b
2
 = 2 b

1

F
1
 = 10 N

F
2
 = 6 N
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Problemi

1 I vettori in sintesi

Due vettori uguali possono avere la stessa lunghezza ed 
essere perpendicolari?

Individua le  8  grandezze scalari tra queste: altezza, ve-
locità, accelerazione, peso specifico, volume, superficie, 
densità, angolo, energia, lavoro.

FERMATI A PENSARE  In quale caso a b a b+ = - , 
cioè il modulo della somma è uguale a quello della diffe-
renza di due vettori?

Considera i due vettori   ec d  della figura.

c

d

▶ Disegna il vettore .e c d= -

Sono dati i tre vettori della figura, che rappresentano tre 
spostamenti successivi dello stesso oggetto.

s
2 s

3

s
1

▶ Usando il metodo punta-coda, disegna lo spostamento 
totale descritto dall’oggetto.

FERMATI A PENSARE  Come puoi combinare  5  vetto-
ri tutti della stessa lunghezza affinché la loro somma sia 
nulla?

I vettori della figura rappresentano le velocità v1 e v2  di 
un’automobile in due istanti successivi.

v
1

v
2

▶ Disegna il vettore variazione di velocità .v v v2 1D = -

I limiti di velocità indicati dai cartelli stradali non usano 
la notazione vettoriale: perché?

Lucia percorre in bicicletta 750 m verso Nord, poi gira 
verso Est e prosegue per altri 200 m.

▶ Calcola il modulo del vettore spostamento totale.
[776 m]

DIMOSTRA  Dimostra graficamente che per la somma 
dei tre vettori nella figura vale la proprietà commutativa, 
cioè a b c a b c+ + = + +^ ^h h. 

a
c

b

Questa proprietà vale sempre o solo per questi 3 vettori? 

Suggerimento: nel primo caso disegna prima il vettore somma 
a b+^ h e sommalo al vettore c ; nel secondo caso disegna il 

vettore b c+^ h e poi sommalo al vettore a ; infine confronta i 
due vettori somma così ottenuti.

PROBLEMA A PASSI 

Una nave si muove sul mare calmo. In un’ora e mezza la 
nave si è spostata di 36,7 km verso Est e di 31,4 km ver-
so Nord. 

▶ Descrivi il vettore che rappresenta la velocità media 
della nave. 

[32,2 km/h]

1  Disegna in scala il vettore spostamento della nave.

2  Calcola il modulo del vettore spostamento.

3  Calcola il modulo del vettore velocità media; la sua 
direzione e il suo verso sono gli stessi del vettore spo-
stamento. 

ORA PROVA TU  Durante una partita di basket, in 0,38 s 
un giocatore cambia la propria velocità di 3,1 m/s verso 
Nord e di 4,3 m/s verso Ovest.

▶ Disegna i vettori che rappresentano le variazioni par-
ziali di velocità verso Nord e verso Ovest, e la variazio-
ne complessiva di velocità .vD

▶ Calcola il modulo di D

▶ Calcola il valore dell’accelerazione media del giocato-
re nell’intervallo di tempo in esame e descrivi il vettore 
che rappresenta tale accelerazione.

[5,3 m/s; 14 m/s2]

1

◆ ◆ ◆

2

◆ ◆ ◆

3

◆ ◆ ◆

4

◆ ◆ ◆

5

◆ ◆ ◆

6

◆ ◆ ◆

7

◆ ◆ ◆

8

◆ ◆ ◆

9

◆ ◆ ◆

10

◆ ◆ ◆

11

◆ ◆ ◆

12

◆ ◆ ◆



x x
 = 3,6 cm

y
 = 4,3 cm

y
 = –3,7 cm

1Test Problemi Problemi di riepilogo

33

2 Le componenti di un vettore

In base ai valori delle componenti dei vettori riportati di 
seguito, determina in quale quadrante si trovano i vet-
tori: 

;  ;  ;  . v x y v x y v x y v x y2 2 3 12 3 2A B C D= - =- + = + =- -t t t t t t t t

yy

xx

II I

III IV

STOP AND THINK  How can you obtain a unit vec-
tor with the same direction as vector  ?a x y3 4= +t t

Il vettore z  è scomposto lungo due direzioni a e b per-
pendicolari tra loro. Le due componenti così ottenute 
hanno moduli ,z 10 2a =  e , .z 13 6b =

▶ Determina il modulo del vettore z [17,0]

Il vettore u  ha modulo u = 6,2 e forma un angolo di 60° 
con la direzione orizzontale.

▶ Scomponi u  lungo la retta orizzontale x e lungo la ret-
ta verticale y.

▶ Calcola i moduli delle due proiezioni ux  e .uy

[3,1; 5,4]

Un vettore di modulo pari a  4,0  m forma un angolo 
di 60° con una retta orizzontale. 

▶ Quale angolo forma con la retta verticale? 

▶ Calcola la componente orizzontale e quella verticale 
del vettore. [30°; 2,0 m; 3,5 m ]

DISEGNA IL GRAFICO  Nella figura sono riportate le 
componenti di due vettori  ea b  in un sistema di coor-
dinate cartesiane. 

y

x

b  = –2,1 cmb
x
 = –2,1 cm aa

x
 = 3,6 cm

bb
y
 = 4,3 cm

aa
y
 = –3,7 cm

O

▶ Disegna i due vettori.

▶ Calcola il modulo dei due vettori. 
[5,2 cm; 4,8 cm]

Indica con ,x yt t  e zt  i versori lungo le direzioni degli assi x, 
y e z di un sistema di riferimento cartesiano. Considera il 
vettore .a x y z3 4 2=- + +t t t

▶ Determina il modulo b della proiezione del vettore a
sul piano xy.

[5]

DISEGNA IL GRAFICO  La punta del vettore a  è nel pun-
to A(−2;4) e la coda nel punto B(3;1). Nello stesso punto 
B si trova la punta del vettore b  e la sua coda è in C(1,−3).

▶ Disegna sul piano cartesiano i due vettori   ea b .

▶ Disegna i vettori con la coda nell’origine e calcola le 
loro componenti. 

▶ Calcola le componenti dei vettori ,a b+ a b-  e b a- .

▶ Rappresenta i vettori somma e differenza nel piano 
cartesiano.

, ,x y x y x y3 7 7 7- + - - +t t t t t t6 @
PROBLEMA SVOLTO

Il vettore v  ha componenti cartesiane ,v 2 80x =  e 
,v 1 00y =- .

▶ Determina il modulo di v  e l’angolo β tra l’asse x e v .

Risoluzione

• Rappresentiamo il vettore in un grafico cartesiano

v

y

x0

2,80

Ð1,00

β

• Il modulo di v  è dato da

, , ,v v v 2 80 1 00 2 97x y
2 2 2 2

= + = + - =^ ^h h
• L’angolo β è tale che

,
,

,sin v
v

2 97
1 00 0 337

y
b = =

-
=-

Con la calcolatrice otteniamo β = –19,7°.

21

◆ ◆ ◆

ORA PROVA TU  Considera il vettore , ; ,a 5 0 4 0-^ h rap-
presentato nella figura a pag. 19 in alto:

▶ calcola il modulo di a ; 

▶ determina l’angolo α tra l’asse x e a .
[6,4; –39°]

ORA PROVA TU  Considera il vettore ( , ; , )v 3 0 2 0- .

▶ Disegna in scala il vettore v  nel piano cartesiano.

▶ Calcola il suo modulo.

▶ Determina l’angolo α tra v  e l’asse x. [3,6; 146°]

13

◆ ◆ ◆

14

◆ ◆ ◆

15

◆ ◆ ◆

16

◆ ◆ ◆

17

◆ ◆ ◆

18

◆ ◆ ◆

19

◆ ◆ ◆

20

◆ ◆ ◆

22

◆ ◆ ◆

23

◆ ◆ ◆
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a  è un vettore lungo 5,0 cm che forma un angolo di 30° 
verso Est rispetto alla direzione Nord. Moltiplica il vet-
tore a  per −2.

▶ Calcola le componenti del vettore risultante rispetto a 
un sistema di riferimento cartesiano con l’asse y orien-
tato nella direzione Sud-Nord e l’asse x nella direzio-
ne Ovest-Est.

[–5,0 cm; –8,7 cm]

Una nave ormeggiata sulla banchina deve eseguire una 
serie di manovre per poter uscire in mare aperto ed evita-
re le barriere del porto. Prima si dirige a 45° Nord-Ovest 
per compiere 300 m (1), poi va verso Est per 500 m (2) e 
infine si dirige verso Nord percorrendo 320 m (3), come 
mostrato nella figura.

y

xSS

EE

NN

OO

O

▶ Determina il vettore risultante in coordinate cartesiane.

▶ Calcola il rapporto tra la distanza percorsa e il modulo 
del vettore spostamento. 

[ ;  , ]288 m 532 mx y 1 85+t t^ ^h h
Il vettore a , che si trova nel terzo quadrante di un si-
stema di riferimento cartesiano, ha modulo pari a 30,0 e 
forma con il semiasse negativo delle x un angolo di 30,0°.

▶ Determina le componenti cartesiane del vettore a .
[–26,0; –15,0]

Il vettore b , che si trova nel quarto quadrante di un si-
stema di riferimento cartesiano, ha modulo pari a 10,2 e 
forma con il semiasse positivo delle x un angolo di 18,0°.

▶ Determina le componenti cartesiane del vettore b .
[9,70; –3,15]

PROBLEMA MODELLO 1
La risultante di due forze in componenti G pag. 21

ORA PROVA TU  Un punto materiale è appoggiato su 
un tavolo orizzontale. Su di esso agiscono tre forze F1 , 
F2  e F3 , tutte parallele al piano del tavolo e orientate 
come mostrato nella figura. I moduli delle tre forze sono 

,  F 6 32 N1 =  , ,  F 4 12 N2 =  e ,  F 9 22 N3 = . 

y

xO

85,6°

18,4°

178,5° F
1

F
3

F
2

24

◆ ◆ ◆

25

◆ ◆ ◆

26

◆ ◆ ◆

27

◆ ◆ ◆

28

◆ ◆ ◆

▶ Calcola le componenti della forza risultante che agisce 
sul punto materiale e il modulo di tale forza.

▶ Disegna la forza risultante sulla figura.
[7,00 N; –3,01 N; 7,62 N]

ORA PROVA TU  Un punto materiale è appoggiato su un 
tavolo orizzontale. Su di esso agiscono tre forze F1, F2  e 
F3  tutte parallele al piano del tavolo. I moduli delle tre 
forze sono ,  F 7 62 N1 = , ,  F 8 25 N2 =  e ,  F 7 81 N3 =  . 
Scegli due assi coordinati paralleli ai lati consecutivi del 
tavolo e con origine nel punto materiale. La forza F1 si 
trova nel primo quadrante e forma un angolo di 23,2° ri-
spetto al semiasse positivo delle x; la forza F2  forma con 
F1 un angolo (in senso antiorario) di 80,8° e la forza F3

forma con F2  un angolo (sempre in senso antiorario) di 
115,8°.

▶ Dopo avere disegnato (almeno in modo approssimati-
vo) la situazione fisica descritta, calcola le componenti 
della forza risultante che agisce sul punto materiale e il 
modulo di tale forza.

▶ Disegna la forza risultante sullo schema preparato in 
precedenza.

[–0,992 N; 6,01 N; 6,09 N]

Due forze a  e b  giacciono su un piano orizzontale e agi-
scono contemporaneamente su un punto materiale. Le 
due forze hanno moduli rispettivamente pari a 4,8 N e 
5,2 N e formano con l’asse positivo delle x angoli rispet-
tivamente di 60° e 45°.

▶ Disegna i due vettori su un piano cartesiano.

▶ Determina l’angolo formato dal vettore c a b= +  con 
l’asse positivo delle x.

[52°]

PROBLEMA A PASSI 

Il vettore v  è dato dalla combinazione dei tre vettori 
,  ,  ca x y b x y x y3 2 1 2 5= + =- + =- -t t t t t t  e della costante k 

in modo che v a b k c= + - .

▶ Calcola le componenti di v .

▶ Determina il valore della costante k per cui v  forma un 
angolo di 45° con l’asse delle x.

▶ Disegna su un piano cartesiano i quattro vettori.
[–1/2; 3/2; 3/2]

1  Le componenti di v  sono la somma delle corrispon-
denti componenti di a , b  e kc- .

2  Con α = 45°, i vettori v xx
t , v yy
t  e v  disegnano la metà 

di un quadrato; imponi la condizione vx = vy e risolvi 
l’equazione in k che ne deriva.

3  Sostituisci nelle espressioni di vx  e vy  il valore di k ap-
pena trovato.

29

◆ ◆ ◆

30

◆ ◆ ◆

31

◆ ◆ ◆
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ORA PROVA TU  Il vettore a x y= +t t  forma un angolo 
di 45° con l’asse delle x e il versore b b x b yx y= +

t t t  è un 
vettore di lunghezza unitaria che si trova nel quarto qua-
drante.

▶ Calcola le componenti del versore bt  affinché si verifi-
chi la condizione: a b a b+ = -

t t

▶ Disegna i vettori su un piano cartesiano. 

x y2
2

2
2

-t t: D

3 Moltiplicare un vettore per un altro

FERMATI A PENSARE  La componente ab del vettore a
lungo b  può essere nulla? Se sì, in quale caso?

FERMATI A PENSARE  In quale caso la componente ab

del vettore a  lungo b  ha il massimo valore possibile?

CHE COSA SUCCEDE SE  Nella figura sono rappresenta-
te sei coppie di vettori sul piano xy. Determina per cia-
scuna di esse la direzione del prodotto vettoriale a b# . 
Che cosa succede alla direzione del vettore risultante se 
calcoli b a# ?

y

xO

(I) (II) (III)

(IV) (V) (VI)

b

b
b b

bba

a a

a

a
a

Il vettore a  di modulo a = 13 ha componente ab = 9 lun-
go la direzione di un secondo vettore .b

▶ Quanto vale l’angolo tra i vettori   ea b

[46°]

Due vettori  ,ea b  di moduli a = 14 e b = 22 rispettiva-
mente, formano un angolo di 30°.

▶ Determina le componenti ab e ba.
[12; 19]

Il prodotto scalare tra i vettori  ea b  è uguale a 19 e il mo-
dulo di a  è 7. 

▶ Quanto vale la componente di b  lungo a ?

▶ Puoi determinare il modulo di b ?
[2,7; no]

I vettori  ea b  hanno moduli a = 6,82 e b = 9,47 e forma-
no tra loro un angolo di 45°. 

▶ Quanto vale il prodotto scalare bc a $= ?
[46]

I vettori edd e  hanno moduli d = 5,39 ed e = 4,65 e for-
mano tra loro un angolo di 120°. 

▶ Quanto vale il prodotto scalare ?k d e$=

[−12,5]

ARGOMENTA  Dati due vettori  ea b  di modulo fissa-
to, come devono essere disposti affinché il loro prodotto 
scalare dia il massimo risultato possibile? E affinché dia il 
minimo risultato possibile?

Il vettore a  è rivolto verso Nord e ha modulo a = 4,0. Il 
vettore b  è rivolto verso Est e ha modulo b = 6,5.

▶ Determina il modulo, la direzione e il verso del pro-
dotto vettoriale .c a b#=   [26]

Dati due vettori di modulo 10, in quale intervallo di va-
lori può variare il modulo del loro prodotto vettoriale?

Il vettore u  è rivolto verso Est mentre il vettore v  forma 
con u  un angolo di 60° in senso antiorario (cioè verso 
Nord). I loro moduli sono u = 15 e v = 12.

▶ Determina il modulo, la direzione e il verso del vettore 
.w u v#= [1,6 × 102]

I due vettori  a  e b  hanno componenti cartesiane 
, , , .a a b b2 4 5 2x y x y= = = =-  

Determina attraverso le componenti cartesiane:

▶ il loro vettore somma c ;

▶ il loro vettore differenza d ;

▶ il loro prodotto scalare;

▶ il vettore e  dato dal loro prodotto vettoriale.
; ; ; ;; ; ; e ec c d d e7 2 3 6 2 0 0 24x y x y x y z= = =- = = = =-6 @

ARGOMENTA  Il vettore a  ha la sola componente x di-
versa da 0 e il prodotto scalare con il vettore b  è nullo. 
Che cosa puoi sicuramente affermare del vettore b ?

PROBLEMA SVOLTO

Un vettore a  di modulo a = 31 ha componente ab = 13 

lungo la direzione di un secondo vettore b  di modu-
lo 9,0.

▶ Quanto vale la componente di b  lungo a ?

Risoluzione

• Indichiamo con α l’angolo tra i vettori a  e b ; possia-
mo calcolare

,cos a
a

31
13 0 42b

a = = =

• Quindi la componente di b  lungo a  è

, , ,cosb b 9 0 0 42 3 8a #a= = =
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆

45

◆ ◆ ◆

46

◆ ◆ ◆
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ORA PROVA TU  Il coseno tra i vettori a  e b  è 
, ;cos 0 71a =  le componenti dei due vettori lungo la di-

rezione dell’altro vettore sono rispettivamente ab = 12 e 
ba = 15.

▶ Calcola i moduli di a  e di b .
[17; 21]

ORA PROVA TU  La componente ab del vettore a  lungo 
b  vale 12 mentre la componente ba del vettore b  lungo 
a  vale 34.

▶ Determina il rapporto a/b tra i moduli dei i due vettori.
[0,35]

Considera un vettore a  e altri cinque vettori , , , , ,b c d e f
di modulo uguale ad a tali che: b  è parallelo ad a  con lo 
stesso verso, c  è parallelo ad a  ma con verso opposto, d
è perpendicolare ad a , e  è inclinato di 30° rispetto ad a
e f  è inclinato di 120° rispetto ad a .

▶ Ordina, dal più piccolo al più grande, i valori dei pro-
dotti scalari di a  con i cinque vettori elencati.

[ ; , ; ; , ;a c a a f a a d a e a a b a0 5 0 0 872 2 2 2$ $ $ $ $=- =- = = = ]

Due vettori  ea b  hanno rispettivamente modulo pari a 
5,0 e 8,0 unità. Il loro prodotto scalare è .20 2

▶ Calcola l’ampiezza dell’angolo formato dalle direzioni 
dei due vettori.

[45°]

Dati i vettori v x y2 31 =- +t t  e v x y z2 2 42 =- - +t t t , calcola:

▶ il loro prodotto scalare;

▶ il loro modulo;

▶ l’angolo fra essi compreso. 
[ ; , ;2 13 2 6 97c- ]

PROBLEMA SVOLTO

Il vettore v x y5
4

5
3

= +t t t  è un versore che è applicato 
nell’origine di un sistema di riferimento cartesiano e 
giace nel primo quadrante.

▶ Determina l’espressione del versore ut  che è perpen-
dicolare a vt  e che appartiene al secondo quadrante.

Risoluzione

• Poniamo .u ax b y= +t t t  Se i versori ut  e vt  sono perpen-
dicolari, il loro prodotto scalare è nullo:

v u a b0 5
4

4
3

$= = +t t

• Allora a b4
3

=- ; quindi u bx b y4
3

=- +t t t

• Imponiamo che il modulo quadrato di ut  valga 1:

b b b b1 16
9

16
25

25
162 2 2 2

&= + = =

Poiché ut  è nel secondo quadrante, b è positivo:

b a b5
4

4
3

5
3e= =- =- , allora 

u x y5
3

5
4

=- +t t t
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◆ ◆ ◆

48

◆ ◆ ◆

49

◆ ◆ ◆

50

◆ ◆ ◆

51

◆ ◆ ◆

52

◆ ◆ ◆

ORA PROVA TU  Il vettore a x y3 4= +t t  è perpendicolare 
al vettore b . Quest’ultimo si trova nel quarto quadrante 
ed ha modulo pari a 10.

▶ Determina l’espressione del vettore b . [ b x y8 6= -t t ]

Il prodotto vettoriale tra i vettori a  e b  dà un vettore di 
modulo uguale a 23. L’angolo tra a  e b  è 20° e a  ha mo-
dulo pari a 11.

▶ Determina la componente di b  perpendicolare al vet-
tore a  e il modulo di b .

[2,1; 6,1]

 Vectors a  and b  have magnitudes of 5.0 and 8.0 
units, respectively. Vector c a b#=  has a magnitude of 
20 units. 

▶  Calculate the size of the acute angle formed by the di-
rections of vectors a  and b .

▶ Does vector d b a#=  have the same magnitude as ?c

[30°]

I vettori  ea b  costituiscono rispettivamente l’ipote-
nusa e un cateto di un triangolo rettangolo. Il modu-
lo di a  vale 10 unità e l’altro cateto del triangolo è lun-
go 5,0 unità.  

b

a

Calcola:

▶ l’ampiezza dell’angolo formato dalle direzioni dei due 
vettori;

▶ il modulo del vettore b ;

▶ il modulo del prodotto vettoriale .a b#

[30°; 8,7 unità; 43 unità2]

Un bullone è sottoposto all’azione di una forza. In un si-
stema di riferimento cartesiano, il vettore che congiunge 
l’origine O al punto in cui si trova il bullone ha compo-
nenti (4,0 cm; −2,0 cm; 3,0 cm). La forza sul bullone di 
intensità 15 N è diretta in orizzontale, cioè parallelamen-
te all’asse x con verso negativo.

▶ Determina il modulo del vettore r .

▶ Determina le componenti e il modulo del vettore 
M r F#=  (vettore momento della forza F  rispetto 
all’origine del sistema di riferimento).

▶ Calcola l’angolo compreso fra i due vettori   er F .
[5,4 × 10−2 m; 45 10  N m 30 10  N my z2 2

# $ # $- +
- -t t^ ^h h ;  

54 × 10−2 N · m; 42°]

I vettori dello spazio tridimensionale v1 e v2  hanno com-
ponenti (−3,4,0) e (0,8,6) rispettivamente. 

▶ Calcola i moduli dei due vettori.

54

◆ ◆ ◆

55

◆ ◆ ◆

56

◆ ◆ ◆

57

◆ ◆ ◆

58

◆ ◆ ◆

59

◆ ◆ ◆
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▶ Determina le componenti del prodotto vettoriale dei 
due vettori.

▶ Calcola l’angolo compreso fra i due vettori dati.
[ ;  ; ;x y z5 10 24 18 24 50c+ -t t | ]

Le code di due vettori si trovano nello stesso punto 
e i vettori sono i due lati di un triangolo equilatero di 
lato 5,00 cm. 

▶ Determina il modulo del prodotto vettoriale tra i due 
vettori. [21,7 cm2]

PROBLEMA A PASSI 

Il vettore a  ha modulo 2 e forma un angolo di 120° con 
l’asse delle x.

▶ Determina le componenti del vettore b b x b yx y= +t t  in 
modo che esso risulti perpendicolare ad a , abbia la sua 
stessa lunghezza e si trovi nel primo quadrante.

[ x y3 +t t ]

1  Nota che il vettore  forma un angolo di 30° con l’as-
se x e disegna i vettori a  e b . Imponi quindi che  
by/bx = tan 30°. 

2  Imponi che il modulo quadro di b  sia 4.

3  Hai un sistema di due equazioni in due incognite; 
solo una delle soluzioni è accettabile. 

ORA PROVA TU  Considera il seguente versore :

u x y z2
1

2
1

2
2

= + +t t t t .

▶ Determina un secondo versore ,v ax a y bz= + +t t t t  con a 
positivo, che sia perpendicolare a .ut

▶ Individua un terzo versore wt  che formi rispetto a ut  e 
a vt  una terna destrorsa: se ut  è disposto lungo il pollice 
della mano destra e vt  punta come l’indice della stessa 
mano, wt  esce dal palmo.

[ ;v x y z2 2 2 2= + -t t t t w x y2 2 2 2= - +t t t ]

4 Le grandezze vettoriali della cinematica

FERMATI A PENSARE  Quanto vale il modulo del vetto-
re spostamento nella gara olimpica dei 400 metri piani?

ARGOMENTA  Hai bisogno di un vettore o uno scalare 
per definire la tua posizione nella stanza in cui ti trovi? 
Perché?

CHE COSA SUCCEDE SE  La ruota panoramica di un 
Luna Park gira a una velocità di valore costante. Possia-
mo dire che il vettore velocità di Paolo, che sta seduto 
sulla ruota, è costante?

Sara va in bici agli allenamenti di pallavolo e partendo da 
casa percorre 750 m verso Nord, poi gira verso Est e con-
tinua per altri 200 m per giungere alla palestra. 

▶ Determina in un sistema di riferimento cartesiano tut-
ti i vettori spostamento.

▶ Calcola il modulo dello spostamento totale.
[776 m]

PROBLEMA A PASSI 

Una formica cammina sul bordo di un tavolo di forma 
circolare di raggio 85 cm.

▶ Determina le componenti e il modulo del vettore spo-
stamento quando ha percorso 1/4 del perimetro.

[1,2 m]

1  Scrivi il vettore posizione iniziale s1 in funzione del 
versore yt .

2  Scrivi il vettore posizione finale s 2  in funzione del 
versore xt .

3  Calcola il vettore spostamento s s s2 1D = - , poi calco-
la il suo modulo partendo dalle componenti.

ORA PROVA TU  Ritorna al moto della formica descritto 
nell’esercizio precedente.

▶ Determina le componenti e il modulo del vettore spo-
stamento quando ha percorso metà del perimetro.

[1,7 m]

ORA PROVA TU  Un’atleta si allena correndo lungo il 
bordo di un campo di forma quadrata di lato 60 m. L’atle-
ta parte da un vertice del campo.

▶ Determina il vettore spostamento e il suo modulo 
quando l’atleta ha percorso 1/2 del perimetro e 3/4 del 
perimetro. [85 m; 60 m]

 In un sistema di riferimento scelto, il vettore posizione di 
un aquilone all’istante t1 è (  ) ( ) ( )s x y z3 1 5m m m1 = + +t t t

e all’istante t2  è (  ) ( ) ( )s x y z2 2 7m m m2 =- + +t t t .

▶ Calcola il vettore spostamento D  e la lunghezza dello 
spostamento dell’aquilone.

[ ( ) ( ) ( )x y z5 1 2m m m- + +t t t ; 5,5 m]
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆◆
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◆ ◆ ◆

64

◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆

V
a
d

im
 P

e
tr

a
ko

v/
S

h
u

tt
e

rs
to

ck

66

◆ ◆ ◆

67

◆ ◆ ◆

68

◆ ◆ ◆

69

◆ ◆ ◆

70

◆ ◆ ◆
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Anna percorre a piedi il tragitto per andare da casa a 
scuola. Sulla cartina la sua posizione di partenza, rispetto 
a un sistema di riferimento scelto, è indicata dal vettore 

(  ) (  )s x y12 3cm cm1 = +t t , mentre la posizione della scuola 
è indicata dal vettore (  ) (  )s x y2 9cm cm2 = +t t .

▶ Calcola il vettore spostamento D  e la lunghezza dello 
spostamento di Anna sulla cartina.

[( ) ( )x y10 6cm cm- +t t ; 12 m]

Un ciclista percorre un tratto di strada in pianura a velocità 
v y15 km/h1 = t^ h , nel sistema di riferimento scelto. Alla fine 
del rettilineo, il ciclista inizia una discesa e dopo qualche 
secondo la sua velocità è   v x y12 20 km/hkm/h2 = +t t^ ^h h .

▶ Calcola la variazione di velocità D  del ciclista.
[(  ) (  )x y12 5km/h km/h+t t ]

 A point particle moves on a Cartesian plane from 
point A(1,0 m; 2,6 m) to point B(6,7 m; 5,2 m) in 4.0 s.

▶  Find the expression and magnitude of the average ve-
locity of the particle in its trajectory from A to B.

[ ,  ,  x y1 4 0 65s
m

s
m

+t ta ak k ; ,  1 5 s
m

]

Una formica si sposta alla velocità di 5,0 cm/s verso Sud e 
dopo 3,0 s verso Ovest alla velocità di 7,0 cm/s.

▶ Determina l’espressione e il modulo dell’accelerazione 
media della formica durante i 3,0 s.

[ ,  ,  x y2 3 1 7
s

cm
s

cm
2 2- +t ta ak k ; ,  2 9

s
cm

2 ]

TROVA LA FORMULA  Un ghepardo si sposta dal punto 
A(–2,5 m; 1,5 m) al punto B(5,0 m; –4,2 m) impiegando 
un tempo pari a 0,39 s.

▶ Determina l’espressione e il modulo della velocità me-
dia del ghepardo per spostarsi da A a B. Esprimi il mo-
dulo della velocità in km/h.

[   x y19 15s
m

s
m

-t ta ak k ;  86 h
km

]

PROBLEMA SVOLTO

Un’automobile imbocca una curva viaggiando verso 
Nord a 10 m/s ed esce dalla curva dopo 5,0 s, con una 
velocità di 10 m/s verso Est. 

▶ Qual è l’accelerazione media dell’automobile nel tem-
po di percorrenza della curva?
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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Risoluzione

• Rappresentiamo la situazione fisica

y

x0

10 m/s
10 m/s

v
1

v
2

N

S

EO

• Rispetto al sistema di assi rappresentato nel disegno, 
le velocità dell’automobile all’ingresso e all’uscita del-
la curva sono v vy1 = t  e v vx2 = t , con v 10 m/s= .

Quindi la variazione di velocità in ,t 5 0 sD =  è

v v v v x y x y10 m/s2 1D = - = - = -t t t t^ ^ ^h h h
e, per la [13], l’accelerazione media è

, ,a
t
v

x y x y5 0
10 2 0s

m/s m/sm
2

D

D
= = - = -t t t t^ ^ ^h h h

• Le componenti x e y di am  hanno lo stesso valore as-
soluto ma segno opposto. Quindi, am  forma con l’as-
se x l’angolo °45–a = e il suo modulo è

, ,

, ,

a a a 2 0 2 0

2 2 0 2 8

m/s m/s

m/s m/s

, ,m m x m y
2 2 2 2 2 2

2 2
#

= + = + =

= =

^ ^h h

ORA PROVA TU  Un punto materiale si sta spostando 
verso Est alla velocità di 2,40 m/s e dopo 12,0 s si sposta 
verso Sud alla velocità di 1,10 m/s.

▶ Determina l’espressione e il modulo dell’accelerazione 
media del punto materiale durante i 12,0 s.

▶ Determina l’angolo formato dal vettore accelerazione 
media con l’asse positivo delle x.

[ ,  ,  x y0 200 0 09 61
s
m

s
m

2 2- + -t ta ak k ; ,  ;0 220 155
s
m

°2 - ]

Un punto materiale si sta muovendo con velocità media 
,  ,  v x y7 0 4 9 s

m
s
m

m = +t ta ak k .

▶ Determina lo spostamento dopo un intervallo di tem-
po di 3,0 s. 

[   x y21 15m m+t t^ ^h h ;  26 m]

Un punto materiale si sta muovendo con velocità media 
,  ,v x y10 0 12 0s

m
s
m

m = - -t ta ak k .

▶ Determina lo spostamento dopo un intervallo di tem-
po di 58,0 s.

[   x y580 696m m- -t t^ ^h h ;  906 m]
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆
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◆ ◆ ◆


