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CAPITOLO

12

1. Sistemi di equazioni
■ EQUAZIONI LINEARI IN DUE INCOGNITE

→ Esercizi a pagina 680

Un’equazione nelle incognite x e y del tipo ax by c+ =  è un’equazione di primo 
grado sia rispetto a x sia rispetto a y. Diciamo anche che è un’equazione lineare in 

due incognite. Le sue soluzioni sono tutte le coppie ordinate di valori, il primo da 
attribuire a x, il secondo a y, che verificano l’equazione.

■ Nell’equazione lineare x y2 3 15- = , la coppia (9; 1) è soluzione dell’equazio‑
ne perché: .2 3 159 1$ $- =

Invece, la coppia (0; 5) non è soluzione perché: 2 3 150 5$ $ !- .

L’equazione ax by c+ = , con b 0! , è l’espressione analitica di una funzione lineare 
che può essere scritta nella forma y mx q= +  esplicitando y.
Abbiamo già visto che l’equazione y mx q= +  è rappresentata nel piano cartesiano 
da una retta, con coefficiente angolare m e ordinata all’origine q.
Le soluzioni dell’equazione sono associate ai punti di una retta, quindi sono infinite.

Data l’equazione x y2 6+ = , le sue soluzioni sono rappresentate graficamente 
dai punti della retta di equazione: 

.x y y x2 6 2
1 3"+ = =- +     

x 2- 0 4 6 …

y 4 3 1 0 …

Le coppie ;2 4-^ h, (0; 3), … sono le infinite soluzioni dell’equazione.

vero

O 4 6

y = ––x + 31
2

1

3

4

Ð2

y

x

ESEMPIO

SISTEMI LINEARI

UN’EQUAZIONE NON BASTA 

In un supermercato sono in vendita 100 L di ammorbidente, un po’ in 
flaconi da 1 L e un po’ in ricariche da 2 L. Questa informazione è suffi‑
ciente per dire quanti sono i flaconi e quante le ricariche? No: l’equazione 
corrispondente, x y2 100+ = , dove x è il numero dei flaconi e y quello 
delle ricariche, è soddisfatta da diverse coppie: x 80=  e y 10= , x 70=  
e y 15= , … Affinché il problema abbia una sola soluzione, dobbiamo 
aggiungere un’informazione che fornisca una seconda equazione.

▶ Quanti sono i flaconi? E le ricariche?

→ la risposta a pagina 665

Scarica GUARDA! 
e inquadrami per accedere 
alle risorse digitali

  ESPLORA 
CON GEOGEBRA

Equazioni lineari in due 
incognite

Considera l’equazione 
lineare in due incognite 

.x y3 2- =  Determina alcune 
coppie tra le sue soluzioni 
e rappresentale nel piano 
cartesiano. Verifica che il 
grafico della funzione è una 
retta.
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■ SISTEMI E LORO GRADO → Esercizi a pagina 681

Sistemi e soluzioni

Un sistema di equazioni è un insieme di due o più equazioni per le quali cer‑
chiamo le soluzioni comuni, ossia i valori, da attribuire alle incognite, che veri‑
ficano contemporaneamente tutte le equazioni.

Scriviamo le equazioni di un sistema su righe diverse, collegandole con una parentesi 
graffa. Le soluzioni di un sistema sono le soluzioni comuni a tutte le equazioni che 
lo compongono.

■ La coppia (0; 1) è una soluzione del sistema:

x xy

y x

0

1 2

2
+ =

- =

*  .

Due sistemi sono equivalenti se hanno le stesse soluzioni. Se applichiamo i princìpi 
di equivalenza delle equazioni alle equazioni di un sistema, otteniamo un sistema 
equivalente. 

Un sistema è:

• determinato se ha un numero finito di soluzioni;

• impossibile se non ha soluzioni;

• indeterminato se ha infinite soluzioni.

■ È impossibile il sistema

x y

x y

7 3

7 8

- =

- =
*

 perché x y7 -  non può essere 
contemporaneamente uguale a 3 
e a 8, quindi le due equazioni non 
hanno soluzioni comuni.

 È indeterminato il sistema

( )
.

x y

x y

7 3

4 7 12$

- =

- =
*

 Infatti, la seconda equazione si ottie‑
ne dalla prima moltiplicando entram‑
bi i membri per 4, quindi le due 
equazioni sono equivalenti e hanno 
le stesse infinite soluzioni.

Grado di un sistema
Un sistema formato da equazioni razionali è intero se lo sono tutte le sue equazioni, 
altrimenti è fratto.

Il grado di un sistema intero 
è il prodotto dei gradi delle 
sue equazioni.

x xy

x y y

1

16

3

2 2

+ =

+ + =

* equazione di grado 3

equazione di grado 2

Grado del sistema: 3 2 6$ = .

Un sistema di primo grado, costituito cioè da equazioni lineari, è detto lineare.
Ci occupiamo ora di sistemi lineari di due equazioni in due incognite.

DEFINIZIONE
 MATHS IN ENGLISH

A system of equations is a 
set of two or more equations 
that have to be satisfied by 
the same sets of values.

verifichiamolo: 02 + 0 $ 1 = 0

1 - 1 = 2 $ 0

 MATHS IN ENGLISH

An inconsistent system 
has no solution at all. A 
consistent system has at least 
one solution, and it can be 
dependent or independent:
a dependent system has 
infinitely many solutions, an 
independent system has 
exactly one solution.

DEFINIZIONE ESEMPIO
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■ SISTEMI LINEARI IN DUE INCOGNITE
→ Esercizi a pagina 683

Sistemi lineari e forma normale
Un’equazione lineare nelle incognite x e y è in forma normale se è scritta nella forma 
ax by c+ = . 
La forma normale (o canonica) di un sistema lineare di due equazioni in x e y è:

ax by c

a x b y c

+ =

+ =l l l
*

dove i valori a, al, e b, bl indicano, rispettivamente, i coefficienti delle incognite x e y, 
e c e cl indicano i termini noti delle due equazioni; a, al, b, bl, c e cl sono numeri reali.

■ È in forma normale il sistema 
x y

x y

5 2 6

2 8

+ =

- =
) .

Interpretazione grafica di un sistema

Da un punto di vista grafico, le soluzioni di un sistema lineare di due equazioni in 
due incognite sono le coordinate degli eventuali punti di intersezione fra le due rette 
che rappresentano le equazioni. I casi possibili sono tre. 

Sistema determinato

Il sistema

x y

x y

3 2 2

6

- =-

+ =
*

è determinato e ha per soluzione 
(2; 4), coordinate del punto di 
intersezione P delle rette inciden-

ti che rappresentano le equazioni.

O 2 6

y = –x + 1

P

3
2

y = –x + 6

1

4

6

y

x

Sistema impossibile

Il sistema

yx

x y

22

2 6

- =-

- =-
*

è impossibile. Le rette hanno lo stes‑
so coefficiente angolare e sono pa-

rallele e distinte.

O

–1–3

y = 2x + 2

y = 2x + 6

2

6

y

x

Sistema indeterminato

Il sistema

x y

x y

2 6

3 6 18

+ =

+ =
*

è indeterminato. Le rette sono 
coincidenti.

O

y = ––x + 3
3

6

y

x

1
2

2. Metodo di sostituzione
→ Esercizi a pagina 686

I metodi per risolvere un sistema sono diversi: ciascuno di essi ci consente di risol‑
vere qualsiasi sistema, ma talvolta un metodo può essere più vantaggioso di un altro. 
Di solito conviene utilizzarli dopo aver ottenuto la forma normale.

  ESPLORA 
CON GEOGEBRA

Interpretazione grafica  
di un sistema

Considera il sistema 
x y

x y

5 2 6

2 8

+ =

- =
) .

Rappresenta le due rette 
con GeoGebra e stabilisci 
se si tratta di un sistema 
determinato, indeterminato  
o impossibile.

ESEMPIO
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Esaminiamo per primo il metodo basato sul principio di sostituzione: se in un’e-

quazione di un sistema ricaviamo una delle incognite in funzione dell’altra e sostitu-

iamo l’espressione ottenuta nell’altra equazione, otteniamo un sistema equivalente. 

L’equazione in cui viene fatta la sostituzione diventa risolubile perché contiene una  

sola incognita.

▶ Risolviamo il seguente sistema con il metodo di sostituzione.

x y

x y

2 3 12

4 5

- =-

+ =
*

Ricaviamo x nella seconda equazione e sostituiamo la sua espressione nella  

prima.

( )y

y

x y

x x

y

y

2 3 12 2 123

5 45

5 4

4
"

- =-

=

- -

=

=

-

-

-
) )

Risolviamo la prima equazione, che è nella sola variabile y, e sostituiamo il valore 

ottenuto nella seconda.

x

y

x y

y

x

y y

y

12

5

2

5 4 5 4

10 8 3

4

11 2

3

2

2
" "

$

-

=

- =-

= -

=

= -

- - =

- =-
) ) (

La soluzione del sistema è la coppia ordinata (-3; 2).

Osserviamo che, se avessimo scelto di ricavare x nella prima equazione avremmo 

ottenuto la stessa soluzione ma i calcoli sarebbero stati più complicati. Per evitarli o 

ridurli, quando è possibile, scegliamo di ricavare un’incognita che in forma normale 

presenta coefficiente 1 o -1. 

Il metodo di sostituzione è molto utile quando un’incognita è già espressa in fun-

zione dell’altra.

Risolviamo ora con un sistema un problema tratto dalla realtà.

Per ottenere 125 mL di latte parzialmente scremato all’1,4% di grasso, mescolia-

mo latte intero al 4% di grasso e latte magro allo 0,5% di grasso. 

▶ Quali quantità dei due tipi di latte dobbiamo mescolare?

Indichiamo con x il numero dei mL di latte intero e con y quello dei mL di latte 

magro.

La somma delle due quantità di latte deve essere 125 mL, quindi: 

x y 125+ = .

La somma delle quantità di grasso dei due tipi di latte deve essere l’1,4% di 125 

mL, quindi: 

, ,
,x y x y x y100

4
100
0 5

100
1

125
4

4 0 5 175 8 350" "$+ = + = + = .

Scriviamo il sistema e lo risolviamo con il metodo di sostituzione.

,

,

x

x

x y

x y

y

x

y

x

y

x

x125

8 350

125

8 350 7 225

92 9

32 1

125

125
" " "

-

-

+ =

+ =

=

+ =

=

=

--

-
) ( ( (

Dobbiamo mescolare 32,1 mL di latte intero e 92,9 mL di latte magro.

 MATHS IN ENGLISH

When using substitution you 
solve one equation for 
one variable and substitute 
that solution into the  
other equation, so you get an 
equation in one variable.

ESEMPIO

INTORNO A NOI
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3.  Metodo del confronto

3. Metodo del confronto
→ Esercizi a pagina 689

Esaminiamo con un esempio il metodo del confronto, che è una variante del me‑
todo di sostituzione.

▶ Risolviamo il seguente sistema con il metodo del confronto.

x y

x y

4 2

3 12

+ =

- =
)

Ricaviamo y in entrambe le equazioni e uguagliamo le espressioni ottenute.

y

y

x

x

x y

x y

4 2

3 12

4 2

3 12
"

+ =

- =

=

=

- +

-
) )

x x

y x4 2

4 2 3 12
"

=- +

=- + -
(

Risolviamo l’equazione in x e sostituiamo il valore ottenuto nella prima equazione.

y x

x x

y x

x

y

x

y

x

4 2

4 3 12 2

4 2

7 14

4 2 2

2

6

2
" " "

$=- +

- - =- -

=- +

=

=- +

=

=-

=
( ( ( (

La soluzione del sistema è (2; -6).

Per risolvere un sistema in due incognite con il metodo del confronto, ricaviamo 
quindi la stessa incognita in entrambe le equazioni e uguagliamo le espressioni otte‑
nute. Infatti, il valore dell’incognita che soddisfa la prima equazione deve soddisfare 
anche la seconda. In questo modo otteniamo un’equazione che contiene soltanto 
l’altra incognita.

Su uno scaffale di un supermercato, a inizio giornata, sono disponibili com‑
plessivamente 100 L di un tipo di ammorbidente, acquistabile in due formati: il 
flacone da 1 L e la busta di ricarica a ridotto impatto ambientale da 2 L. A fine 
giornata, dopo che sono stati venduti 8 flaconi e 21 ricariche, restano 41 confe‑
zioni di ammorbidente.

▶ Quanti flaconi e quante ricariche cÕerano inizialmente sullo scaffale?

Indichiamo con x il numero di flaconi da 1 L presenti a inizio giornata sullo 
scaffale e con y quello delle ricariche da 2 L, con x, y N! .
Poiché complessivamente sono presenti 100 L di ammorbidente, deve essere: 

x y1 2 100$ $+ = .

Venduti 8 flaconi e 21 ricariche, restano 41 confezioni, quindi: ( ) ( )x y8 21 41- + - = .

  flaconi rimasti ricariche rimaste

Le due condizioni devono essere vere contemporaneamente, dunque per risolvere il problema dobbiamo 
trovare la soluzione del sistema:

( ) ( )
.

x y

x y

x y

x y

2 100

8 21 41

2 100

70
"

+ =

- + - =

+ =

+ =
) )

ESEMPIO

INTORNO A NOI
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Risolviamolo con il metodo del confronto ricavando x in entrambe le equazioni.

x y

x y

y y

y

y

x y

y

xx

2 100

70

2 100 70

0

0

70 70 407

3 30

30
" " "

=- +

=- +

- + =- +

=-

- =-

=- +

=

=- + =+
) ) ) (

uguagliamo le due espressioni  
di x e risolviamo

A inizio giornata sullo scaffale erano presenti 40 flaconi e 30 ricariche.

4.  Metodo di riduzione
→ Esercizi a pagina 691

Il sistema 
x y

x y

2 3 5

4 3 1

- =

+ =
)  ha i coefficienti della y opposti.

In casi come questo, c’è un metodo di risoluzione molto conveniente: il metodo di 

riduzione, chiamato anche metodo di addizione e sottrazione.

Alla base del metodo c’è il principio di riduzione: se sommiamo o sottraiamo mem‑
bro a membro due equazioni di un sistema e sostituiamo l’equazione ottenuta a una 
delle due equazioni di partenza, otteniamo un sistema equivalente.
Vediamo il procedimento di risoluzione con due sistemi. Il primo è quello appena 
considerato.

▶ Risolviamo con il metodo di riduzione: 
x y

x y

2 3 5

4 3 1

- =

+ =
* .

 Applichiamo il principio di riduzione.

x y

x y

2 5

4 1

3

3

=

=

-

+

xx6 6 1" ==

*

Mettiamo a sistema x 1=  con una delle equazioni iniziali e ricaviamo y con il 
metodo di sostituzione:

1

1

x

x y

x

y

x

y

x

y

1

4 3 1 4 3 1

1

3 1 4

1

1
" " "

$

=

+ =

=

+ =

=

= -

=

=-
* * * * .

La soluzione del sistema è ( ; )1 1- .

È possibile applicare il metodo di riduzione anche quando i coefficienti di un’inco‑
gnita non sono opposti.

▶ Risolviamo il sistema 
x y

x y

3 4 1

4 8 7

+ =-

- =
* .

 Nel sistema né x né y hanno coefficienti uguali o opposti. Prima di applicare il

 MATHS IN ENGLISH

When using elimination 
you add or subtract the two 
equations so that one variable 
cancels out, so you get an 
equation in one variable.

ESEMPIO

 sommiamo le equazioni
membro a membro

+

ESEMPIO
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5.  Metodo di Cramer

principio di riduzione, moltiplichiamo entrambi i membri della prima equazione
per 2, in modo da avere nelle due equazioni coefficienti opposti per la y.

2$

x

x y

x y

x y

x

3 4 1

4 8 7
6 2

10 5 10
5

8

2
1

"

" =

+ =-

- =

=-

= =

+

x y4 78 =-

) (

Sostituiamo x in una delle equazioni iniziali per trovare y:

y y y y4 8 7 8 7 2 8 5 8
5

2
1

" " "$ - = - = - - = =- .

La soluzione del sistema è ;2
1

8
5

-a k.
Vediamo con un esempio come i sistemi lineari venivano usati dai matematici del 
Settecento per risolvere i problemi.

A problem from the past
Colin Maclaurin (1698‑1746) fu un matematico scozzese. Nel 1748 
fu pubblicato postumo A Treatise of Algebra, un’opera suddivisa in 
tre parti che si occupa anche di sistemi lineari. Nel capitolo 11 della 
prima parte troviamo alcuni problemi: qui proponiamo il sesto, sia 
in lingua originale sia tradotto, insieme alla risoluzione.

Un gentiluomo che distribuisce denaro ad alcune 
persone povere nota che gli mancano 10 scellini per 

essere in grado di darne 5 a ciascuno; quindi ne dà 
solo 4 a testa e scopre che gliene restano 5. Trova 
il numero delle persone povere e quello degli scellini.

Maclaurin dice di indicare con x il numero delle persone povere e con y quello degli scellini.

Il problema si traduce nel sistema 

x y

x y

5 10

4 5

= +

= -
)

e ha soluzione (15; 65), ovvero le persone povere sono 15 e gli scellini 65.

▶ Quale metodo ha utilizzato? Avresti fatto la stessa scelta?
▶ Risolvi il sistema con un altro metodo. Discuti poi con un tuo compagno di classe i vantaggi e gli 

svantaggi dei metodi che conosci.

5.  Metodo di Cramer
→ Esercizi a pagina 694

Esaminiamo ora un ultimo metodo che dà un’espressione esplicita dell’eventuale 
soluzione del sistema ed è quindi molto utile nella risoluzione dei sistemi letterali.

Mediante il principio di riduzione possiamo dimostrare il seguente teorema.

sommiamo le equazioni
membro a membro

+

 VIDEO

Metodo di riduzione
Come si risolve con il metodo 
di riduzione il seguente 
sistema? 

x y

x y

4 9 11

5 6 8

- =

+ =
)

IDEE PER LE COMPETENZE
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Il sistema 
ax by c

a x b y c

+ =

+ =l l l
* :

• se ab a b 0!-l l , è determinato e la soluzione è la coppia (x; y), con x
ab a b
cb c b

=
-

-

l l

l l
, y

ab a b
ac a c

=
-

-

l l

l l
;

• se ab a b 0- =l l  e cb c b 0!-l l  oppure aab b 0- =l l  e ac a c 0!-l l , è impossibile;

• se ab a b 0- =l l  e cb c b 0- =l l  e ac a c 0- =l l , è indeterminato.

▶ DIMOSTRAZIONE

Ci limitiamo a dimostrare il teorema considerando a, al, b e bl tutti diversi da 0.

Moltiplichiamo i membri della prima equazione per bl
e quelli della seconda per b- , e sommiamo membro a 
membro:

ab x bb y cb

a bx b by c b

ab a b

+ =

- - =-

- x cb c b= -

l l l

l l l

l l l l^ h
)

  
+

Moltiplichiamo i membri della prima equazione per 
a- l e quelli della seconda per a e sommiamo mem‑

bro a membro:

a ax a by a c

aa x ab y ac

ab a b

- - =-

+ =

- y ac a c= -

l l l

l l l

l l l l^ h
) +

• Se ab a b 0!-l l , le equazioni ottenute sono determinate e da esse ricaviamo i valori x e y della soluzione del 
sistema:

x
ab a b
cb c b

=
-

-

l l

l l
;  y

ab a b
ac a c

=
-

-

l l

l l
.

• Se ab a b 0- =l l  e cb c b 0!-l l , o ac a c 0!-l l , almeno una delle equazioni ottenute è impossibile, quindi è 
impossibile anche il sistema.

• Se ab a b 0- =l l  e b c bc 0- =l l  e ac a c 0- =l l , allora le equazioni ottenute diventano:

ab a b x cb c b x0 0" $- = - =l l l l^ h ;

ab a b y ac a c y0 0" $- = - =l l l l^ h .

Pertanto, entrambe le equazioni sono indeterminate, e anche il sistema è indeterminato.

I risultati ottenuti valgono anche quando qualcuno dei coefficienti a, b, al, bl è ugua‑
le a 0, ma non quando tutti simultaneamente valgono 0.  
Il teorema si può ricordare e applicare in modo più semplice se lo scriviamo utiliz‑
zando i concetti di matrice e di determinante.

Se consideriamo i quattro numeri a, b, al, bl del sistema ordinati in due righe e due 

colonne mediante uno schema del tipo 
a

a

b

b
1

2

1

2
= G, stiamo usando una matrice; a1, b1, 

a2, b2 sono gli elementi della matrice.

Data una matrice con due righe e due colonne, i suoi elementi:

• a1 e b2 sono sulla diagonale principale;

• a2 e b1 sono sulla diagonale secondaria.

TEOREMA

a

a

b

b
1

2

1

2
= G

diagonale secondaria

diagonale principale
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■ Nella matrice 
5

3

1

4-
; E, 5 e 4 sono gli elementi della diagonale principale, 3-  

e 1 sono quelli della diagonale secondaria.

Il determinante di una matrice con due righe e due colonne è il numero che si 

ottiene come differenza fra il prodotto degli elementi della diagonale principale e il 

prodotto di quelli della diagonale secondaria.

Lo indichiamo con 
a

a

b

b
1

2

1

2
.

a

a

b

b
a b a b

1

2

1

2
1 2 2 1= -

2

3

5

7
2 7 3 5 14 15 1$ $= - = - =-

In un sistema 
ax by c

a x b y c

+ =

+ =l l l
*  chiamiamo determinante del sistema il numero

D
a

a

b

b
ab a b= = -

l l
l l .

Consideriamo inoltre i determinanti Dx e Dy, ottenuti rispettivamente sostituendo 

la colonna dei termini noti alla colonna dei coefficienti di x e a quella dei coefficienti 

di y:

D
b

b
b b

c

c
c cx = = -

l l
l l ;  D

a

a

c

c
ac a cy = = -

l l
l l .

Utilizzando questi determinanti, riscriviamo il teorema precedente.

Regola di Cramer

Dato il sistema 
ax by c

a x b y c

+ =

+ =l l l
*  con a, b, al, bl non tutti nulli e considerati i determinanti D, Dx e Dy:

• se D 0! , il sistema è determinato e la soluzione è la coppia (x; y), con x D
Dx

= , y D
D y

= ;

• se D 0=  e D 0x !  oppure D 0=  e 0!Dy , il sistema è impossibile;

• se D 0=  e D 0x =  e 0=Dy , il sistema è indeterminato.

▶ Risolviamo i sistemi con il metodo di Cramer:

a.
x y

x y

5 3 1

2 4

+ =

+ =
* ;   b.

x y

x y

7 5

21 3 15

- =

- =
( ;   c.

x y

x y

3 6 10

2 3

+ =

+ =
* .

a.  
x y

x y
D

5 3 1

2 4

5

2

3

1
5 1 2 3 1 0" "$ $ !

+ =

+ =
= = - =-*

il sistema è determinato.

 MATHS IN ENGLISH

The determinant of a 2 ◊ 2 
matrix is the difference of 
the product of the numbers 
on the first diagonal (top left 
to bottom right) minus the 
product of the numbers on 
the second diagonal.DEFINIZIONE ESEMPIO

 VIDEO

Metodo di Cramer

Come si risolvono i seguenti 
sistemi con il metodo di 
Cramer? 

a. 
x y

x y

4 1

2 3 9

+ =-

- + =-
)

b. 
x y

x y

2 3

6 3 1

- =

- + =
)

c. 
x y

x y

4 8 3

3 6
4

9

- + =

- =-
*

TEOREMA

ESEMPIO
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D
1
4

3
1

1 1 4 3 11x $ $= = - =- ; D
5
2

1
4

5 4 2 1 18y $ $= = - = ;

x D
D

1
11 11x

= =
-

-
= ; y D

D
1

18 18
y

=-= =
-

.

La soluzione del sistema è ( ; )11 18- .

b.
x y

x y
D

7 5

21 3 15
7

21
1
3

7 3 21 1" $ $

- =

- =
=

-

-
= - - - =^ ^h h) 21 21 0- + =

il sistema è o impossibile o indeterminato

D
5

15
1
3

5 3 15 1 0x $ $=
-

-
= - - - =^ ^h h ;

D 15 5 21 0
7

21
5

15
7y $ $= = - = ;

D D D 0x y "= = = il sistema è indeterminato.

c.
x y

x y
D

3 6 10

2 3
3
1

6
2

3 2 1 6 0" $ $

+ =

+ =
= = - =*

D
10

3
6
2

10 2 3 6 2 0x "$ $ != = - = il sistema è impossibile.

Per affermare che un sistema è impossibile è sufficiente mostrare che D 0=  e che 
almeno uno dei due determinanti Dx e Dy è diverso da 0. Nel caso c dell’esempio 
precedente possiamo verificare che anche D 0y ! . 

Sulla facciata della cattedrale di Verona le aperture dovute a bifo‑

bifora

trifora

re e trifore sono in tutto 17. La differenza tra il numero delle 
bifore e quello delle trifore è 1. 

▶ Quante sono le bifore e le trifore?

Chiamiamo x il numero delle bifore e y il numero delle trifore.
Ogni bifora corrisponde a 2 aperture e ogni trifora a 3. 

x y

x y

2 3 17

1

+ =

- =
) totale delle aperture

differenza bifore - trifore

Risolviamo il sistema con il metodo di Cramer:

; ;D D D
2
1

3
1

2 3 5
17

1
3
1

17 3 20
2
1

17
1

2 17 15x y=
-

=- - =- =
-

=- - =- = = - =- .

Poiché D 0! , il sistema è determinato e la soluzione è:

; ; ( ; )D
D

D
D

5
20

5
15 4 3x y

" " "

-

-

-

-a `k j Le bifore sono 4 e le trifore 3.

il sistema è o impossibile 
o indeterminato

ARCHITETTURA
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5.  Metodo di Cramer

■ CONFRONTO FRA I RAPPORTI DEI COEFFICIENTI

Dalle considerazioni precedenti possiamo ricavare un metodo per sapere, senza ri-

solverlo, se un sistema in forma normale è determinato, impossibile o indeterminato; 
esso si basa sul confronto fra i rapporti dei coefficienti. Calcoliamo i determinanti 
D, Dx , Dy e li uguagliamo a 0:

D 0= ab a b ab a b0" " "- = =l l l l

D 0x = cb c b cb c b0" " "- = =l l l l

D 0y = ac a c ac a c0" " "- = =l l l l

Applicando la regola di Cramer, otteniamo allora la regola seguente, che permette di 
stabilire se un sistema è determinato, impossibile o indeterminato senza risolverlo.

Confronto fra i rapporti dei coefficienti

Dato il sistema 
ax by c

a x b y c

+ =

+ =l l l
*  , con al, ble cl diversi da 0:

• se 
a
a

b
b

!
l l

, il sistema è determinato; D 0!

• se 
a
a

b
b

c
c

!=
l l l

, il sistema è impossibile; D 0= , D 0x ! , D 0y !

• se 
a
a

b
b

c
c

= =
l l l

, il sistema è indeterminato. D 0= , D 0x = , D 0y =

▶ Stabiliamo, senza risolverli, se i seguenti sistemi sono determinati, im-

possibili o indeterminati.

a.
x y

x y

3 2 7

4 5

+ =

- =
* ;   b.

x y

x y

4 2 8

2 4

+ =

+ =
* ;   c.

x y

x y

4 5

12 3 1

- =

- =
( .

a.
x y

x y

3 2 7

4 5 1
3

4
2
"!

+ =

- = -
* il sistema è determinato.

a

a

b

b
!

l l

b.
x y

x y

4 2 8

2 4 2
4

1
2

4
8
"

+ =

+ =
= =* il sistema è indeterminato.

a

a

l
 = 
b

b

l
 = 
c

c

l

c.
x y

x y

4 5

12 3 1 12
4

3
1

1
5
"!

- =

- =
=

-

-* il sistema è impossibile.

a

a

l
 = 
b

b

l
 ! 
c

c

l

a

a

b

b
=

l l
;

relazioni valide se 
, ,a b c 0!l l lc

c

b

b
=

l l
;

a

a

c

c
=

l l
.

 VIDEO

Interpretazione grafica di 
sistemi
Come si stabilisce, in generale, 
senza risolverlo, se un sistema 
è determinato, impossibile o 
indeterminato? Nel video ti 
proponiamo i sistemi seguenti. 

a. 
x y

x y

2 13 35

7 2 20

- + =

+ =
)

b. 
x y

x y

5 4 10

10 8 9

- =

- =-
)

c. 
x y

x y

3 8 15

6 16 30

+ =

- - =-
)

REGOLA

ESEMPIO
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6.  Matrici e determinanti
■ MATRICI → Esercizi a pagina 708

Esaminiamo in generale il concetto di matrice.

Una matrice m × n è un insieme di numeri disposti in m 
righe e n colonne. due righe

5
8

6
4

1
3

-< F matrice
2 × 3

tre colonne

Indichiamo una matrice con una lettera maiuscola e racchiudiamo gli elementi che 
la costituiscono fra parentesi quadre.
Una matrice è dunque un quadro di elementi ordinati.
Un generico elemento di una matrice può essere indicato con una lettera minuscola 
con due indici, per esempio aij , in cui il primo indice indica la riga e il secondo la 
colonna a cui appartiene l’elemento.

■ Nella matrice A a fianco, abbiamo:

a 423 = ; a 712 = ; a 633 = ; a 321 = ; a 813 = ; …

Due matrici sono dello stesso tipo se hanno lo stesso numero di righe e lo stesso 
numero di colonne.

Una matrice m × n è rettangolare se m n! , è quadrata se m n= , cioè se ha tante 
righe quante sono le colonne. Una matrice quadrata n × n è anche detta matrice di 

ordine n.
In una matrice quadrata A di ordine n, la diagonale che va dall’elemento a11 all’e‑
lemento ann è la diagonale principale, quella che va da an1 ad a1n è la diagonale 

secondaria.

■ DETERMINANTI → Esercizi a pagina 708

Il determinante è un numero che si può associare soltanto a una matrice quadrata.
Si può definire il determinante di una matrice quadrata di ordine n qualsiasi, ma in 
questo libro ci limitiamo ai determinanti di matrici di ordine 2 e 3.
Abbiamo già considerato il modo di associare a una matrice il suo determinante nel 
caso di matrici quadrate di ordine 2.

■
4
1

1
9

4 9 2 1 34$ $= - =   
a

a

b

b
a b a b

1

2

1

2
1 2 2 1= -

Esaminiamo ora i determinanti di matrici di ordine 3.

Determinante di matrice quadrata di ordine 3

a

a

a

b

b

b

c

c

c

ba c b c a c a b a b c b c a c a b
1 1 1

2

3

2

3

2

3

2 31 3 1 2 3 1 2 3 3 2 1 2 1 3 2 1= + + - - -

DEFINIZIONE ESEMPIO

1

3

9

7

5

2

8

4

6

A = > H

3
9
7

5
4
0

2
1
6

-

-

-

-

-> H

diagonale 
principale

diagonale 
  secondaria

DEFINIZIONE
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7.  Sistemi di tre equazioni in tre incognite

■

1
1
0

2
5
3

1
0
2

1 5 2 2 0 0 1 1 3 0 5 1 3 0 1 2 1 2 9$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $= + + - - - =

Spesso, per il calcolo di questi determinanti si utilizza la regola di Sarrus che mo‑
striamo nel seguente esempio.

▶ Calcoliamo il determinante dell’esempio precedente, 

1

1

0

2

5

3

1

0

2

, con la regola di Sarrus.

Ricopiamo a destra le prime due colonne e applichiamo la definizione calcolando i prodotti sulle diagonali, 
come nella figura seguente.

1 2 1

1 5 0

0 3 2

10

calcoliamo
i prodotti

alla somma dei primi tre prodotti sottraiamo  
la somma degli ultimi tre

1 2

1 5

0 3

0 3

1 2 1

1 5 0

0 3 2

1 2

1 5

0 3

0 0 4 (+ 10 + 0 + 3) – (0 + 0 + 4) = 9

Il determinante è 9.

7.  Sistemi di tre equazioni  
in tre incognite

Molte delle considerazioni svolte per i sistemi di due equazioni in due incognite 
possono essere estese ai sistemi di tre equazioni in tre incognite.
Le soluzioni di un sistema di questo tipo possono essere scritte come terne ordinate 
dei numeri che sono soluzioni di tutte le equazioni del sistema.

Risoluzione per sostituzione, confronto, riduzione
Per la risoluzione, possiamo applicare i metodi di sostituzione, confronto o riduzione, 
utilizzandoli come nei sistemi di due equazioni in due incognite.

Esaminiamo un esempio.

▶ Risolviamo il seguente sistema.

x y z

x y z

x y z

5 4 2

3 3 2 7

1

+ - =

- + + =

+ - =-

Z

[

\

]]

]]

Ricaviamo x nella terza equazione:

x y z x1 "+ - =- = y z 1- + - .

Sostituiamo nella prima e nella seconda equazione.

1y z

y z

y z

y z

y z y z

y z y z

y z

y z

5 4 2
3 3 2 7

5 5 5 4 2
3 3 3 3 2 7

4 7
6 41

" "

+ - =

- + + =

- + - + - =

- + + + =

- + =

- =

- + -

- + -

^
^

h
h

ESEMPIO

→ Esercizi a pagina 710

ESEMPIO
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Abbiamo ottenuto due equazioni in due incognite, che mettiamo a sistema. Applichiamo il metodo di sosti‑
tuzione:

( )

4 7

4 7

z

z

y z

y z

y

z

y z

z z

y z

z

y z

z

y

z

4 7

6 4 6 4

4 7

24 42 4

4 7

23 46

4 7

2

1

2
" " " " "

- + =

- =

=

- =

= -

- - =

= -

=

= -

=

=

=

-

-
* * * * * *  .

Ricaviamo x sostituendo y e z nell’espressione ottenuta al primo passaggio:

xx y z x 01 1 2 1" " ==- + - =- + - .

La soluzione del sistema iniziale è la terna (0; 1; 2).

Per risolvere un sistema di tre equazioni in tre incognite possiamo anche applicare 
più di un metodo e in qualsiasi ordine. Lo scopo è sempre quello di cercare di ridurre 
e semplificare i calcoli.

Risoluzione con il metodo di Cramer 

Dato il sistema 

a x b y c z d

a x b y c z d

a x b y c z d

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

+ + =

+ + =

+ + =

Z

[

\

]]

]]
 , per risolverlo con il metodo di Cramer, 

consideriamo il determinante del sistema D
a

a

a

b

b

b

c

c

c

1

2

3

1

2

3

1

2

3

= .

Consideriamo inoltre i determinanti Dx, Dy e Dz, ottenuti sostituendo la colonna dei 
termini noti rispettivamente alla colonna dei coefficienti di x, di y e di z:

d

d

d

D

b

b

b

c

c

c
x

1

2

3

1

2

3

1

2

3

= ; 
d

d

d

D

a

a

a

c

c

c
y

1

2

3

1

2

3

1

2

3

= ; 
d

d

d

D

a

a

a

b

b

b
z

1

2

3

1

2

3

1

2

3

= . 

Vale il seguente teorema.

Regola di Cramer (sistemi di tre equazioni in tre incognite)
Dato un sistema lineare di tre equazioni nelle incognite x, y, z e considerati i determinanti D, Dx, Dy, Dz, 
il sistema è determinato se e solo se D 0! , e in tal caso la soluzione è la terna (x ; y ; z), con:

x D
Dx

= , y D
D y

= , D
D

z z
= . 

▶ Risolviamo il sistema 

x y z

x y z

x y z

5 4 2

3 3 2 7

1

+ - =

- + + =

+ - =-

Z

[

\

]]

]]
.

Calcoliamo D:

D

5
3
1

4
3
1

1
2
1

15 8 3 3 10 12 23= -

-

-

=- + + + - - =- .

D 0! , quindi il sistema è determinato.

 VIDEO

Un problema con tre 
incognite
Determina tre numeri naturali 
tali che la loro somma vale 
55, la semidifferenza tra il 
primo e il secondo aumentata 
di 3 è uguale al terzo numero 
e dividendo il primo per 
il terzo si ottiene come 
quoziente 2 e resto 8. 

TEOREMA

ESEMPIO
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Calcoliamo Dx, Dy e Dz:

D

2
7
1

4
3
1

1
2
1

0x =

-

-

-

= ;   D 3
1

7
1

1
2
1

5 2
23y = -

-

-

-

=- ;   D 3
1

4
3
1 1

5 2
7 46z = -

-

=- .

-6 - 8 - 7 - 3 - 4 + 28 -35 + 4 - 3 + 7 + 10 - 6 -15 + 28 - 6 - 6 - 35 - 12

Calcoliamo i valori di x, y e z:

x D
D

23
0 0x

= =
-

= ;  y D
D

23
23 1

y
= =

-

-
= ;  z D

D
23
46 2z

= =
-

-
= . 

La soluzione è: (0; 1; 2).

Nell’esempio seguente risolviamo un problema relativo ad analisi del sangue, utiliz‑
zando una formula che lega il colesterolo e i trigliceridi. 

Avere dei valori di colesterolo ottimali è importante per prevenire il ri‑
schio di malattie cardiovascolari. Esistono due tipi di colesterolo: il cole‑
sterolo LDL, ovvero il colesterolo «cattivo», che quando è in eccesso può 
accumularsi sulle pareti delle arterie, e il colesterolo HDL, quello «buono», 
in grado di ripulirle.
Helena, una dottoressa, chiede all’amica Marta come sono andate le analisi del sangue. Marta, che conosce 
meglio la matematica della medicina, risponde: «Non trovo il referto, ricordo solo che la differenza tra il co‑
lesterolo totale e il triplo dei trigliceridi è 20 e che se al colesterolo totale si sottrae il doppio dei trigliceridi si 
ottiene la differenza tra il colesterolo LDL e 62. Mi dispiace non ricordare altro… però il colesterolo buono è 
alto, è 73!». Dopo qualche calcolo Helena risponde: «Hai il colesterolo totale troppo alto…».

▶ Qual è il valore del colesterolo totale di Marta?

Helena ha applicato la formula di Friedewald. 
Chiamiamo x la concentrazione del colesterolo 
totale, y quella del colesterolo LDL, z quella dei 
trigliceridi.

Deve essere:

informazioni 
da Marta

x z

x z y

y x
z

x z

x z y

y x z

x z

x y z

x y z

3 20

2 62

73 5

3 20

2 62

5
5

5
5 365

3 20

2 62

5 5 365

" "

- =

- = -

= - +

- =

- = -

=
- -

- =

- - =-

- - =` j

Z

[

\

]]

]]

Z

[

\

]]

]]

Z

[

\

]]

]
.

Risolviamo il sistema con il metodo di Cramer:

D

1
1
5

0
1
5

3
2
1

9= -

-

-

-

-

=- ; D

20
62

365

0
1
5

3
2
1

2205x = - -

-

-

-

-

=- ;

1 + 0 + 15 - (0 + 10 + 15) 20 + 0 - 930 - (0 + 200 + 1095)

D

1
1
5

20
62

365

3
2
1

1413y = -

-

-

-

=- ; D

1
1
5

0
1
5

20
62

365
675z = -

-

- =- .

62 - 200 - 1095 - (- 20 - 730 + 930) - 365 + 0 - 100 - (0 + 310 - 100)

MEDICINA

colesterolo LDL =

colesterolo totale – (colesterolo HDL + 5
trigliceridi )

formula di Friedewald
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Quindi: x 9
2205 245=
-

-
= ; y 9

1413 157=
-

-
= ; z 9

675 75=
-

-
= .

Marta ha dunque il colesterolo totale a 245, quando il valore desiderabile dovrebbe essere inferiore a 200.

8. Sistemi letterali e fratti

■ SISTEMI LETTERALI INTERI
→ Esercizi a pagina 715

Abbiamo ormai imparato a risolvere sistemi del tipo

, , .
x y

x y

x y

x y

x y

x y

3 18

2 1

2 6 18

2 2 2

6 18 18

2 6 6

+ =

+ =

- - =

- =-

+ =

+ =
) ) )

Se li risolviamo uno a uno, scopriamo che il primo sistema ha soluzione (-3; 7), il 
secondo è verificato dalla coppia (-3; -2) e il terzo è indeterminato.
I tre sistemi sopra hanno tutti la caratteristica di poter essere ricavati dal sistema 

ax ay

x ay a

3 18

2

+ =

+ =
)  rispettivamente per a 1= , a 2=- , a 6= . Quello che abbiamo scrit‑

to ora è un sistema letterale. Se riuscissimo a risolverlo in funzione di a, potremmo 
trovare in una volta sola la soluzione dei tre sistemi iniziali e di tutti gli infiniti sistemi 
che si possono ottenere al variare di a!
Un sistema letterale è un sistema di equazioni in cui oltre alle incognite compaiono 
anche delle lettere dette parametri.
Per risolvere un sistema letterale spesso conviene utilizzare il metodo di Cramer, 
come vediamo nell’esempio seguente.

▶ Risolviamo il sistema letterale scritto prima, discutendo al variare del parametro a in R .

ax ay

x ay a

3 18

2

+ =

+ =
*

Calcoliamo i determinanti D, Dx, Dy:

D
a a

a
a a

2
3

62
= = - ; D

a

a

a
a a

18 3
18 3x

2
= = - ; D

a

a
a

2
18

36y
2

= = - .

• Se D 0! , cioè se a a a a a a6 0 6 0 0 6se2
" " /! ! ! !- -^ h , il sistema è determinato.

( )
( )

x D
D

a a
a a

a a
a a

6
18 3

6
3 6

3x
2

2
= =

-

-
=

-

- -
=- ; 

( )
( )

y D
D

a a
a

a a

a a
a

a
6
36

6
6 6 6y

2

2
= =

-

-
=

-

- +
=

+^ h
.

La soluzione è ; a
a3 6

-
+c m.

 MATHS IN ENGLISH

In a system of literal 
equations there are letters 
that are the unknowns 
and other letters that are 
parameters. You can find 
out for which values of the 
parameters the system is 
independent, dependent, or 
inconsistent.

ESEMPIO
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• Se  D 0= , cioè se a a0 60= = , allora il sistema è o indeterminato o impossibile:

se a 0= : D 0= , D 0x = , ,D D D36 0 0y x y" "!=- = sistema impossibile; 

se a 6= : D 0= , D 18 6 3 6 0x
2

$ $= - = , ,D D D6 36 0 0 0y x y
2

" "= - = = = sistema indeterminato.

In sintesi: : ;a a a
a0 6 3 6

/! ! -
+c m; a 0= : impossibile; a 6= : indeterminato.

Come abbiamo visto, risolvere un sistema letterale significa stabilire, attraverso una 
discussione riguardante il parametro o i parametri presenti, quando il sistema è 
determinato, impossibile o indeterminato e, se è determinato, trovare la soluzione 
in funzione dei parametri.
Dopo averlo risolto, scelto un qualsiasi valore per a, possiamo indicare subito la 
soluzione. Nell’esempio, se a 1=  il sistema è determinato con soluzione (- 3; 7), se 
a 2=-  la soluzione è (- 3; - 2) e così via.

■ SISTEMI FRATTI → Esercizi a pagina 719

Diciamo che un sistema è fratto se nelle equazioni che lo costituiscono c’è almeno 
un denominatore che contiene una o più incognite.
Per risolverlo, dopo aver posto le condizioni di esistenza ci riconduciamo a un siste‑
ma intero, che affrontiamo con uno dei metodi studiati.
Nel caso sia determinato, stabiliamo se la soluzione è accettabile.
Vediamo un esempio.

▶ Risolviamo il sistema 
x y
x y

y y
x

5 5
3

1

1
3

8 1

+

-
=

-
= +

-

Z

[

\

]]

]]
.

Scomponiamo il primo denominatore e poniamo le condizioni di esistenza.

( )
.: ,

x y
x y

y y

y

x y

x

5
3

1

3 81 1

1C.E ! !

-
=

= +

+
-

- -

Z

[

\

]]

]]

In entrambe le equazioni, determiniamo il denominatore comune e lo eliminiamo.

( ) ( )
( )

( )
x y
x y

y

x y x y

x y

x y
x y

y
y x x y

x y x y

y x

5
3

1
3

0

8 11
5
5

1
8 1

6 0

8 11

33 5 5

3 8 8

2
" " "

+

-
=

-
=

+ + =

- =-

+

+

-

- -

=

- =-

- = +

= - -

Z

[

\

]]

]]
) ) )

Risolviamo il sistema con il metodo del confronto.

x y

x y
y y

y

x

3

8 11
3 8 11

1

3 1 3
" "

$

=-

= -
- = -

=

=- =-
) (

Poiché deve essere y 1! , la soluzione (-3; 1) non è accettabile e il sistema risulta impossibile.

ESEMPIO
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Sistemi lineari letterali
Consideriamo il sistema lineare letterale 

( )

( )

a

a y

x y

x

1

12 0

1

2

-

-+ =

+ =

- +
) .

1. Interpretiamo graficamente la risoluzione del sistema.

• Definiamo uno SLIDER associato al parametro a, che varia tra -5 e 5 con 
incremento 1. 

• Digitiamo nella barra di inserimento le due rette di equazioni 

(a - 1)x + y = 1 e - 2x + (a + 2)y - 1 = 0.

• Con lo strumento INTERSEZIONE determiniamo il punto di intersezione 
tra le due rette, le cui coordinate rappresentano le soluzioni del sistema.

2. Interpretiamo graficamente la discussione del sistema.

• Muoviamo lo SLIDER e osserviamo che: 

• se a = 0, le due rette inserite sono parallele e distinte, quindi il sistema è impossibile (non ha solu‑
zione);

• se a = - 1, le due rette inserite coincidono, quindi il sistema è indeterminato (ha infinite soluzioni);

• per tutti gli altri valori di a, per esempio per a = 2, le due rette sono incidenti nel punto A, le cui 
coordinate rappresentano la soluzione del sistema.

y

1

xO

a = 0

–1 1

2
–—

1

2
—

y

1

xO

a = –1

1

2
–—

y

1

xO 1

a = 2

1
2

–—

1

2

1

2
A  —; —

3. Verifichiamo la correttezza della soluzione.

• Risolviamo algebricamente il sistema e vediamo che la soluzione è ;a a
1 1` j.

• Digitiamo B=d1
a

; 
1

a
n nella barra di inserimento.

• Verifichiamo che, per i valori di a che rendono il sistema determinato, il punto B coincide con il punto 
A di intersezione tra le due rette.

▶ ORA PROVA TU

Interpreta e discuti graficamente con GeoGebra la risoluzione del sistema lineare letterale

kx y

x ky k

4 4

4 8

+ =

+ = -
) .

y

1

xO

A (1; 1)

a = 1

  ESPLORA CON GEOGEBRA
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Teoria in sintesi

■ Un sistema di equazioni è un insieme di due o più equazioni per le quali si cercano la soluzioni comuni, ossia 
i valori che attribuiti alle incognite verificano contemporaneamente tutte le equazioni.
La forma normale di un sistema lineare di due equazioni in due incognite x e y è:

ax by c

a x b x c

+ =

+ =l l l
(  ,  con a, b, c, al, bl, c R!l .

Il sistema è determinato se ha una sola soluzione, impossibile se non ha soluzioni, indeterminato se ha in‑
finite soluzioni.

Graficamente le sue soluzioni sono le coordinate degli eventuali punti di intersezione fra le due rette che rap‑
presentano le equazioni del sistema.

■

O
1

y

x

3

2

–2

3

rette incidenti

soluzione (1; 2)

O

–6 3

y

x

2

–1

rette parallele

nessuna

soluzione

O

y

x

–3

–2

rette coincidenti

infinite

soluzioni

Sistema determinato Sistema impossibile Sistema indeterminato

x y

x y

3

4 2

+ =

- =
)   

a

a

b

b
!

l l

x y

x y

33

3 6

=

- =

-

-
)   

a

a

b

b

c

c
!=

l l l

x y

x y

3 2

2

6

6 4 1

+ =

=

-

+ -
)   

a

a

b

b

c

c
= =

l l l

■ Per risolvere un sistema di due equazioni in due incognite possiamo usare uno qualunque dei seguenti metodi.

Metodo di sostituzione: si ricava un’incognita da una delle due equazioni e si sostituisce l’espressione ottenuta 
nell’altra equazione.

Metodo del confronto: è un caso particolare del metodo di sostituzione; si ricava la stessa incognita in entrambe 
le equazioni e si uguagliano le due espressioni trovate.

Metodo di riduzione: sommando o sottraendo opportunamente membro a membro le due equazioni (o loro 
multipli), si ottiene un’equazione in una sola incognita.

Metodo di Cramer: se D 0! , il sistema è determinato e la soluzione la coppia (x; y) con x D
Dx

=  e ,y D
D y

=

dove:

D
a

a

b

b
ab a b= = -

l l
l l ,  D

c

c

b

b
cb c bx = = -

l l
l l ,  D

a

a

c

c
ac a cy = = -

l l
l l .  

■ Sostituzione

x x y

y

y

x y

y

x y

x

y

x y x

yy

3

2 0

3

2 0 2 0

3 3

3 3

1 2

1

3

3
" " " "

+ =

- =

= -

- =

=

- =

= -

=

= -

=- -

=-

-
) ) ) ) )
Riduzione

y yx y

x y x y x y

x

y

3

2 0 2 2

2

1

3 3 1
" " "

+ =

- = = =

=

=

= =) ) ) )
sottraiamo la seconda 
equazione dalla prima
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1.  Sistemi di equazioni

ESPLORA CON GEOGEBRA  Dopo aver definito uno slider per k che varia tra 10-  e 10 con incremen-

to 1, determina con GeoGebra per quale valore del parametro k R!  la coppia ;2 3-^ h è soluzione 

dell’equazione k x k y2 3 3 0- - - - =^ ^h h . Poi ripeti l’esercizio in modo algebrico. [8]

Calcola per quale valore del parametro a R!  la coppia (1; 4) è soluzione dell’equazione

a y ax a1 2+ - - =-^ h . 3-6 @

TRADUCI DALLE PAROLE AI SIMBOLI Scrivi le equazioni in due incognite che rappresentano i seguenti 
enunciati e determina qualche coppia che ne sia soluzione.

Due numeri x e y sono tali che il maggiore supe-

ra di 3 il doppio del minore. Indica con x il nu-

mero maggiore.

Il doppio della somma delle età di due bambini 

supera di 6 il triplo dell’età del più giovane.

In un rettangolo, il quadruplo della base dimi- 

nuito del triplo dell’altezza è uguale al semiperi-

metro aumentato di 1 cm.

La somma dei perimetri di due quadrati dimi- 

nuita di 10 cm è uguale al triplo del lato del primo.

VERIFICA CON GEOGEBRA  Rappresenta l’equazione lineare x y4 2 1 0- + = , utilizzando almeno 

quattro punti. Verifica con GeoGebra la correttezza del tuo disegno.

Rappresenta graficamente nel piano cartesiano le seguenti equazioni lineari utilizzando almeno quattro 
punti.

y x3 2=- + x2 6 0- = y3 6 0- = x y2 2 1+ = x y4 4- =

LEGGI IL GRAFICO  Scrivi l’espressione analitica delle funzioni lineari rappresentate nei seguenti grafici.

O 3

a

3

1

x

y

O 4

b

3

4

x

y

O–1

c

3

2

y

x

O

–1

d

2

2

y

x

■ SISTEMI E LORO GRADO

→ Teoria a pagina 662

Sistemi e soluzioni

Verifica se i seguenti sistemi ammettono come soluzione la coppia di numeri indicata a fianco.

a. 
x y

x y

2
1

2 2 0

4 6 0

- - =

+ - =

* ;5 4
1a k

b. 
x y

x y

6 2

2 4 3

- =

- + =
) ;2

1
1–a k

a. 
y x

y x

1

3 1

2
= +

= -

) (1; 2)

b. 
x y

x y

2

2 3 1

2 2

2

+ =

+ =-

) (–1; –1)

12

13

14

15

16

17

18

19 20 21 22 23

24

x y

x y

5

5 1–

+ =

=
( ( ; )1 4  è soluzione perché:

·

5

5 1

1

1

4

4–

+ =

=
(

25 26
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AL VOLO  Spiega perché il sistema:

a. 
x y

x y

1

4

+ =

+ =
)  è impossibile; b. 

x y

x y

1

3 3 3

+ =

+ =
)  è indeterminato; c. 

x

x y

1

2

=

- =
)  è determinato.

SPIEGALO TU  Il sistema 
x y

x y

7 5

2 14 10

+ =-

+ =-
)  è indeterminato, dunque ha infinite soluzioni, eppure la coppia 

(1; -1) non è tra esse. Verifica che questa affermazione è vera e spiega perché lo è.

Grado di un sistema

FAI UN ESEMPIO

Scrivi un sistema in due incognite fratto e un sistema intero di 
secondo grado.

Scrivi un sistema lineare e un sistema non lineare, nelle incognite x e y, indicando il grado di ciascuno.

Determina il grado dei seguenti sistemi.

a. 
x y

x y

1

2 5

2
+ =

- =

* b. 
x y

xy

2 1

4

3 2
+ =

=

* c. 
y x x

y x

3

1

2
= -

= -

*

a. 
x y

x y x y

1 3

2

2 2
+ - =

- + =

^
^ ^

h
h h) b. 

x y x y

x

1

2 3

2 2 2 2

2

- + =

=

) c. 
( )( )

( )

x x

x y y

2 2 4

4 3 1 42

+ - =-

- - =
*

VERO O FALSO?

a. Il sistema 
x y

x y

8

2 4

2 2

2 2

- =

+ =

)  è di secondo grado. V F

b. Se in un sistema di due equazioni ciascuna equazione è di grado 4, allora il sistema ha grado 8. V F

c. Un sistema lineare contiene solo equazioni di primo grado. V F

d. Se un sistema di due equazioni è di terzo grado, contiene sempre un’equazione di primo grado. V F

FAI UN ESEMPIO  Scrivi un sistema di quarto 
grado di due equazioni in cui un’equazione è:

a. x y xy2 12 2
+ = ;

b. x xy 3+ = .

Determina per quale valore di n N!  i seguenti 
sistemi hanno il grado assegnato.

a. 
x y x

x y

6

2 1

n

2

+ =

+ =

) grado 4

b. 
x y

y x

2 5

4 1

n 2
+ =

+ =

+) grado 5

[a) 1; b) 3]

TEST Il sistema 
xy x

x y x y

3 2

8

n

n 4 4

- =

+ + =
-

) ,

con n N! , ha grado 12:
A  solo per n 3= .

B  per n 4=  o n 6= .

C  solo per n 5= .

D  per nessun valore di n.

Dato il sistema 
ax y

x by

2 10

2 2n

2

3

+ =-

- =
-

) , con ,n N!

n 3$ , determina a, b e n sapendo che la coppia 
;3 4-^ h è una soluzione e che il grado è 4.

; ;a b n2 2
1 5=- =- =9 C

27

28

x y

x y

1

2 0

2

3

+ =

+ =
)
Il sistema ha grado 2 · 4 = 8.

grado 2

grado 429

30

31

32

33

34

35

36

37
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1.  Sistemi di equazioni

■ SISTEMI LINEARI IN DUE INCOGNITE → Teoria a pagina 663

Sistemi lineari e forma normale

Quali fra i seguenti sistemi nelle incognite x e y sono lineari?

a. 
a x y

x by

1

2 3

2
- =

- =

)    b.  
x xy

x y

1

8 3

- =

- =
)    c.  

x a y

ax y

8

7 2 1

2
- =

- =

)    d.  
a b x

a b y

2

2 3 2

- =

+ =
)

TEST Indica quale dei seguenti sistemi è in forma normale.

A
x y

x y

6 1

2 3 0

- =

+ - =
)    B

x y

x y

5 3 0

2 1

- =

+ =-
)    C

x y

x y

2 4

0

= -

+ =
)    D

x y

x

6

3 0

- + =

- =
(

Riduci in forma normale i seguenti sistemi.

x y

y x

3 1
2 5

- =

= +
( x y

x y

y x xy

4
2

2
1

5 1 6

-
+
+
= +

- + = +^ ^h h* y x x x y

x y x y

4 1 3

3
4

3
5

2
+ - = - +

+ = - -^
^ ^
h
h h*

Trova la soluzione dei seguenti sistemi tra le coppie di numeri indicate a fianco.

x y

x y

4 1

3 3

- =

- =
)  (1; 3) (-1; -5) (0; -1)

x y

x y

5 6

6

+ =

- + =
)  (1; 1) (-4; 2) (6; 0)

Trova per quali valori del parametro i seguenti sistemi ammettono come soluzione la coppia indicata 
a fianco.

ax y

x y

2 3 8

3 6

- =

+ =-
) (–2; 0) a 2=-6 @

kx y

x ky

2 4

5 2 2

+ =

- =-
) ;1 2

1
–a k k 3=-6 @

x ky

kx y k

4 4

2 1

- =

- = -
) ;0 2

1
–a k k 2=6 @

a x ay

x ay
a

2 1 8

2
3

2

- - =

+ =

^ h* (2; –1) a 2=6 @

Determina a e b in modo che il sistema

x ay

x by b

4
1

8 2

- =

+ =

*
abbia come soluzione ;2

1 2-` j.
,a b

1 18=- =; E

TEST Che valore bisogna dare al parametro k

affinché il sistema 
x ky

kx y

5 1

5 19

+ =

+ =-
)  abbia come

soluzione ;3 2-^ h?
A  8. C

3
29 .

B  3. D  Nessuno dei precedenti.

Interpretazione grafica di un sistema

▶ Interpretiamo graficamente i seguenti sistemi tracciando le rette corrispondenti alle funzioni lineari, 

dopo aver calcolato le coordinate di alcuni punti, e deducendo dal grafico le soluzioni.

38

39

40 41 42

43 44

45

46

47

48

49 50

  ATTIVITÀ 
INTERATTIVA

COME SI FA
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a.
y x

y x

3

2

= +

=-
)

Tracciamo i grafici di y x 3= +  e 
di y x2=-  segnando alcuni punti.

x

y

–1 0 1 2

2 3 4 5
y = x + 3

x

y

–2 –1 0 1

4 2 0 –2
y = –2x

O

5

4

3

2

21–1–2

–2

y

x

y = x + 3
y = –2x

Le rette sono incidenti, quindi il 
sistema è determinato.
Ha soluzione ;1 2-^ h.

b.
x y

x y

2

3 3 9

- =

= -
)

Mettiamo le equazioni nella forma 
y mx q= +  e tracciamo i grafici.

x

y

–1 0 1 2

–3 –2 –1 0

x – y = 2  "  y = x – 2

x

y

–1 0 1 2

2 3 4 5

3x = 3y – 9  "  y = x + 3

O

5

4

3

2

2

1–1

–1

–2

–3

y

x

y = x + 3

y = x – 2

Le rette sono parallele e distinte, 
quindi il sistema è impossibile.

c.
x y

y x

2 2

2 4 4

+ =

=- +
)

Le due equazioni sono espressioni 
diverse della stessa funzione line-
are.

x

y

–1 0 1 2

4 2 0 –2

O

4

2

21

–1

–2

y

x

y = –2x + 2

2y = –4x + 4  "  y = –2x + 2

2x + y = 2  "  y = –2x + 2

Le rette sono coincidenti, quindi il 
sistema è indeterminato.

Interpreta graficamente i sistemi e indica se sono determinati, impossibili o indeterminati.

y x

x y4 0

=-

- =
(

x y

y x

2 4 0

6

- + =

=
)

x y

x y

3

0

+ =

- =
)

x

x y

4 0

1

- =

+ =
)

y x

y x

4 4

4 16 8

- =

= -
)

x y

y x

5 2

2

= -

= -
)

y x

x y

2 6 2

6 12 4

= -

= -
)

y x

x y

3 2

2 6 4

+ =

+ =
)

x y

x y

4 1

5 2 1

- =

- =-
)

y

y x

3 9

2 0

=

+ =
)

x y

x y

3

2 6 2

+ =

= +
)

x y

x y

2 2

3 4 6

- =

+ =
)

Verifica graficamente che i due sistemi sono equivalenti.

y x

x y

2

3 6

- =

- =
)  e 

x y

y

2 2

4
1 1 0

= +

+ =
* .

x y

x y

3

2 0

+ =

- =
)  e 

y x

x y

3 1

1

= -

= -
) .

Scrivi il sistema di equazioni che ha per rappresentazione grafica quella della figura e indica la sua soluzione.

IN 3 PASSI

  Determina l’espressione analitica della retta r nella forma y mx q= + , notando 
che q è 0 e sostituendo le coordinate del punto (2; 1).

  Trova nello stesso modo l’equazione di s che ha q = 3 e passa per (2; 1).
  Scrivi il sistema delle equazioni di r e s e indica la soluzione leggendola dal 

grafico.

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63 64

65

O

3

2

1

y

x

r

s

1

2

3
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1.  Sistemi di equazioni

LEGGI IL GRAFICO Scrivi i sistemi di equazioni che hanno per rappresentazioni grafiche quelle delle 
seguenti figure e indica le loro soluzioni.

O

a

2

2

y

x

b

O

2

–1

–2

y

x

O

a

5

1

–3

4

y

x O

b

2

–2

–1

–1

y

x

ba

y

3

xO 5

y

1

xO–1 –51

ba

y

–5
–6

xO

y

xO–4

–5

–44

YOU & MATHS  Find the point of intersection of the line with equation y x1 2 1- = -^ h and the line with 
slope 1-  and x-intercept 5. 

FAI UN ESEMPIO Traccia nel piano cartesiano due rette in modo che rappresentino il sistema richiesto 
e scrivi le equazioni del sistema.

Sistema impossibile.

Sistema indeterminato.

Sistema determinato con soluzione (0; 2).

Sistema determinato con soluzione ;2
1

2
1

-b l.

Sistemi e problemi

TRADUCI DALLE PAROLE AI SIMBOLI Scrivi i sistemi di equazioni relativi ai seguenti enunciati.
Verifica se le coppie indicate sono soluzioni.

La differenza fra due numeri è 2; il doppio del numero mag-
giore è uguale al triplo del minore. Indica con x il numero 
maggiore, con y quello minore.

La somma fra il lato di un quadrato e quello di un triangolo 
equilatero è uguale a 14 cm e la somma dei perimetri supera di
26 cm il quadruplo del lato del triangolo. Indica con x la misura del lato del quadrato e con y quella del lato 
del triangolo.

Il peso dell’albume è il 70% del peso di un uovo intero 
(considerato senza guscio). Indica con x il peso in grammi 
del tuorlo e con y quello dell’albume di un uovo in cui la somma tra il peso dell’albume e il doppio del peso 
del tuorlo è 65 g.

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75
(–4; –6)   (6; 4)   (4; 2)

76 (7; 2)   (7; 7)   (8; 6)

(13; 26) (19; 27) (15; 35)77
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CAPITOLO 12. SISTEMI LINEARI

Un ristoratore compra una cassetta di limoni. Si sa che il peso della 
cassetta è il 4% del peso lordo e il rapporto tra il peso dei limoni e il 
triplo di quello della cassetta è 8. Indica con x il peso dei limoni e con y 
quello della cassetta.

(12; 2) ;12 2
1a k (24; 1)

2. Metodo di sostituzione
 → Teoria a pagina 663

▶ Risolviamo con il metodo di sostituzione il sistema 

x y

x y x y

2 3 8

2 4 4
5

+ =

-
-
+
=-

*  .

• Scriviamo il sistema in forma normale. 

x y

x y x y

x y

x y x y
x y

x y

2 3 8

2 4 4
5

2 3 8

4
2 2

4
5

2 3 8

3 5
" "

+ =

-
-
+
=-

+ =

- - -
=-

+ =

- =-
* * )

•  Ricaviamo x dalla seconda equazione (il coefficiente dell’incognita x è 1, quindi i calcoli sono più 
semplici) e sostituiamo la sua espressione nella prima.

y

yx y

x

y

x y

2 3 8 2 3 8

3 53 5

3 5
"

+ =

=

+ =

= --

-^ h) )
•  Risolviamo la prima equazione in y.

y y

x y

y

x y

y

x y

6 10 3 8

3 5

9 18

3 5

2

3 5
" "

- + =

= -

=

= -

=

= -
) ) )

•  Sostituiamo nella seconda equazione il valore di y trovato.

y

x

y

x

2

3 5

2

12
"

$

=

= -

=

=
( (

La soluzione del sistema è la coppia ordinata (1; 2).

Risolvi i seguenti sistemi applicando il metodo di sostituzione.

x y

x y

6 3

2 1

- =

- + =-
* ;11

5
11
3

-a k; E
x

x y

y

0

2 3

4 5 9

=

- =

-

-
* ;1 1-^ h6 @

x y

x y

1 0

2 2

3 4
3
=

- =-

+ -

+
* ;5

4
20
7

-b l< F

x y

x y

5 2 1

2
3 0

- =-

- + =
* ;3

2
6

13b l< F

x y

x y

2 1 3 1

1 4

- - =

- + =

^
^
h
h) [(12; 7)]

x y

x y

2
1

4
1 1

3
1 2

- =

+ =

* [(2; 0)]

x y

x y

3
2

6
1 1

3 2
7 4

- =-

+ =

* ;1 2-^ h6 @
x y

x y

4 4 1 7

2 1 0

- + + - =

- + + =

^ ^
^
h h
h) [(1; 4)]

78
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INTERATTIVA

COME SI FA

equazione che contiene solo lÕincognita y
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2.  Metodo di sostituzione

x y

x y y

2 3

2
3

5
7

2
1

5
3

+ =-

+ - = -
* ;1 1- -^ h6 @

x

y x y

y
2 3

1
6
1 0

4
1 3 4

25

-
+
+ =

- + =-^ h

Z

[

\

]]

]
;1 2- -^ h6 @

x x y

x x y y

5
2 1 2

1
5
1

2 5 3
2 4 1

- + - =

- = + - +

^
^

h
h* [(1; 0)]

x y

x y

3
1

2
2

6
1

2 5

-
-
+
=

- + =

* ;6 7- -^ h6 @
x y x y

x y

4 2 1

6 2

+
-
-
=

- - =-

* ; 32 2
-a k; E

x y x x

y
x

3 2 5

3
4

1

2
- = + - +

-
+ =

^ ^h h* [indeterminato]

x x x y

xy x y

3 1 1 2

5 3 2

2
+ + + - =

- = + -

^ ^ ^
^ ^

h h h
h h) ;2 1- -^ h6 @

( )
( )

y x

x y

2 1 1

2
1

5
3 1

+ = -

=
- +* ;1 1-^ h6 @

x y x y

x y x

3
2

4
3

1

5 2 6

+
=
- +

+

+ = -^ h* ;0 12-^ h6 @

x y x
y

x y x y

2
1

3
2

3 6

-
+

+
=

+ = - +^ h* [indeterminato]

( )

( ) ( )

x y yy y

y x y y

2 3 3

1 1 42

+ =+ + -

- - = - -

^ ^h h) [impossibile]

x y x x

y y x y

1 2 6 2 2 1

1 1 2

2

2

- - = -

- + - + =

^ ^
^ ^

h h
h h) ;1 2

1
-a k; E

( )( ) ( )( )

( )

x x y x x

x y x y

2 2 3 3

4 3 3 2 3

+ - - = + -

+ - =- + +
) ;4

1 5-` j: D
y y x

x y x x y

1 2

2 62 2

+ = -

- - - = -

^
^ ^

h
h h) [(4; 9)]

( ) ( ) ( ) ( )

( )

x y x y x y

x y x

2 1 1 2 2

2
1 4 2 2

3 4

2 2
- - - = + -

- + - =
* ;2 4^ h6 @

y x y y

y x y x

1 4 2 1 1

7
2 3 3 7

1 5 7 5

2
+ + - - +

+ - =- + +

=^ ^ ^ ^
^ ^
h h h h

h h* [impossibile]

x x y x x y

x y y x y

3
1 1 3

1 1 6
1 2 1 3

1
2
1 1 3

5
1 15 3 2 5

3 5

2
- + - + = - - -

- =- + -

` ` ^ ` ^
^ `
j j h j h
h j

Z

[

\

]]

]
;6

7
2
1

-b l< F

Trova per quali valori dei parametri a e b i seguenti sistemi hanno la soluzione indicata.

ax by a

ax by

3

10

+ =

- + =
) (–1; –2)

IN 2 PASSI

  Imponi che (-1; -2) sia la soluzione del sistema sostituendo i valori -1 e -2 rispettivamente nelle 
incognite x e y.

 Risolvi il sistema che ottieni nelle variabili a e b con il metodo di sostituzione.

a x by a

ax y b

1 2 2

2 4

+ - =

- =

^ h) (1; –1) ;a b3 2=- =-6 @

87
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CAPITOLO 12. SISTEMI LINEARI

a x b y a

a b x by b

1 9 3

2

- + + = +

+ - =

^ ^
^

h h
h) (3; 0) ;a b3 9= =-6 @

a b x by

bx a y a b

1 2
1

2 3 2 3

+ + = +

- + - = -

^
^
h

h* ;2
3

1a k ;a b3
1 1=- =-; E

VERIFICA CON GEOGEBRA  Determina algebricamente con il metodo di sostituzione le coordinate 
del punto di intersezione delle rette di equazioni y x2 6=- +  e x y 1 0- + = .

Rappresenta poi con GeoGebra le due rette e verifica la correttezza della tua soluzione. 

AL VOLO Risolvi i seguenti sistemi con il calcolo mentale.

a. 
x

x y

2

3 1

=

+ =
* b.

x y

y

7

3 0

+ =

- =
*

a. 

x

x y

6 0

3
1 2 2

- =

- =
* b.

x

y

9 3 0

2 7 0

- =

+ =
*

a. 
x

x y

6 5 5

11 8 0

- =-

- =
* b.

x

x y

2 6 0

12 3

- =

+ =
*

a. 
x y

y

9 3 6

2 4

=

=

+
* b.

x y

x y

2 9

2 3

+ =

+ =-
*

In un rettangolo l’altezza è 20
3  del perimetro e la differenza tra 4

3  della base e 3
5  dell’altezza è 1 cm. De-

termina base e altezza del rettangolo. [28 cm; 12 cm]

Problemi INTORNO A NOI

Risolvi i seguenti problemi con il metodo di sostituzione.

In un bed and breakfast, nel giorno di Ferragosto, sono 
stati registrati 52 movimenti e il numero di check-in ha 
superato di 12 unità il triplo del numero dei check-out. 
Calcola il numero di check-in e di check-out. [42; 10]

Calcola le dosi di zucchero e di farina per preparare un litro di crema pasticcera, sapendo che la quantità 
di farina supera di 20 g un terzo della quantità di zucchero e che il peso totale dei due ingredienti è 420 g. 

[120 g; 300 g]

EDUCAZIONE FINANZIARIA  Calcola il costo finale di un soggiorno in mon-
tagna sapendo che lo sconto applicato è di € 40 e che la media tra il costo 
iniziale e quello finale è € 780. [€ 760]

Per produrre un vino in una cantina si usano 30 quintali di mosto ottenu-
to mescolando due tipi di mosto, con tassi zuccherini rispettivamente del 
10% e del 15%. Quali quantità dei due mosti si devono mescolare affinché 
il tasso zuccherino finale sia del 13%? [12 quintali; 18 quintali]

106

107

108

109

110

111

112
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114

115

116
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3.  Metodo del confronto

Una cintura è disponibile in sette diverse misure, XXS, XS, S, M, L, XL, XXL, e la differenza tra due taglie 
consecutive è in media di 2,5 cm. Sapendo che 6 cinture XXL sono lunghe quanto 7 di taglia XXS, qual è la 
lunghezza di una cintura di taglia XL? [102,5 cm]

Due clessidre misurano un tempo complessivo di 14 minuti. Se vengono ca-
povolte nello stesso momento, si osserva che quando la prima si è svuotata per 

metà la seconda si è svuotata per i 3
2 .

Quanto tempo misura ciascuna delle due clessidre?
[8 minuti; 6 minuti]

YOU & MATHS  You need to determine two natural numbers, x and y, such that they are consecutive, 
and that the difference of their squares is 27. Set up a system and use substitution to solve it and find the 
two numbers. 

IN GARA  Da un gruppo iniziale di ragazzi e ragazze vanno via 20 ragazze. Restano così 2 ragazzi per 
ciascuna ragazza. Dopodiché, se ne vanno 60 ragazzi. Restano quindi 2 ragazze per ogni ragazzo. Il nume-
ro di ragazze nel gruppo originale era:

A  81.      B  72.      C  68.      D  60.      E  50.
[USA Indiana University of Pennsylvania Annual High School Mathematics Competition, 2002]

3. Metodo del confronto
→ Teoria a pagina 665

▶ Risolviamo con il metodo del confronto il sistema 
x y x

x y

9 2 2

9 2 2 3

- + =

= -

^
^

h
h* .

• Scriviamo il sistema in forma normale. 

x y x

x y

x y x

x y

x y

x y

9 2 2

9 2 2 3

9 2 2 2

9 6 4

7 2 2

9 6 4
" "

- + =

= -

- - =

+ =

- =

+ =

^
^

h
h) ) )

•  Risolviamo ogni equazione rispetto alla stessa incognita. Scegliamo x.

x y

x y

x
y

x
y

7 2 2

9 6 4

7
2 2

9
6 4"

= +

=- +

=
+

=
- +

Z

[

\

]]

]
)

•  Uguagliamo le due espressioni al secondo membro e risolviamo l’equazione ottenuta nell’incognita y.

y y
y y y y7

2 2
9

6 4
18 18 42 28 60 10 6

1
" " "

+
=
- +

+ =- + = =

•  Sostituiamo il valore ottenuto per y in una delle due equazioni che esprimono x in funzione di y.

y

x
y

y

x9
6 4

6
1

9

6 4

9
1 4

9
3

3
1

6
1

6
1"

$

=

=
- +

=

=

- +

=
- +

= =

Z

[

\

]]

]

Z

[

\

]
]

]]

La coppia ;3
1

6
1` j è la soluzione del sistema.

118

119

120

121
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CAPITOLO 12. SISTEMI LINEARI

Risolvi i seguenti sistemi applicando il metodo del confronto.

x y

y x

2 5

3

+ =

= -
* [(1; 2)]

x y

x y

10 2

7 8

- =

- + =-
* ;2 22- -^ h6 @

x y

x y2 4

3 5 0

0

=

+ =

- +* ;2 1-_ i8 B
x

y

y x

3 2
3 2

9 7 3 0

- =

- - =

* ;3 2- -^ h6 @

x y

y x

3 2 7

4 3 11

- =

=- -
* ;3

1 3-b l< F
x y

x y

3 6

2 3
1

- =

- =
* [indeterminato]

x y

x y

6 3 1

4 2 5

= +

- =
* [impossibile]

x
y

x y
y

2 3 3

2
3

4
3

+ =

+ =
+

Z

[

\

]]

]]
;2 3-^ h6 @

x y

y x

3 3 1 20

2 1 4

- - - =

- + =

^
^

h
h
6 @) ;8 1-^ h6 @

x y

y y y x

4

2 12

= -

- = - +^ ^h h) ;2 2-^ h6 @
y

x
y

y
x y

2
5

3
1 3

2
3 1

3
1

2
7

=
-
+

+
= - +^ h

Z

[

\

]]

]
;7

8
7

10
-a k: D

y x x x

x
y

5 3 2 8

2
6 7 0

2
- + = - +

-
+ - =

^ ^ ^h h h* [(6; 7)]

x y

y y x y

2 2 3

2 2 3 1 82

+ =

+ - - = + -^ ^ ^h h h) ;0 2
3a k; E

x x x y

x y

1 2 1 2 4 3 5

2 2 3 1

2
- - + =- - +

- = -

^ ^ ^
^

h h h
h) ;2

3 1a k; E

x y x x y y y

x y

2 1 1 2

2 1

2 2 2
+ = + - + + -

= +

^ ^ ^h h h) [indeterminato]

( )( ) ( ) ( )

( )

x x x y x x x y

y x
x

4 2 2 8

2 3
2 3 2

1
2 4

+ - + - + = -

- - - = -` j* ; 2
34a k; E

( )( )

x y x

x xx x y

4
3 3 4

1 6 2 1 2

3 21 1 4 5

+ - + - + =

- + -- + = +

^ ^
^ ^

h h
h h

6 @* ;3 4
3

-a k; E

x y y x y y

x y

5 6 5 1 1

3 2 2 0

2 2
+ + + = + + + -

- + =

^ ^ ^ ^ ^h h h h h) ;13
34

13
38

- -a k; E
y y y y x y

y x x x x

4 1 3 2 5 1 3

10 1 1 6 4

2 2
+ - + - = + -

- + + - = - +

^ ^ ^ ^
^ ^ ^
h h h h

h h h) ;3
1

2
1

-b l< F

Risolvi i seguenti problemi con il metodo del confronto.

ARTE  Nel complesso della Statua della Libertà, l’altezza del 
basamento supera di 1 m l’altezza della sola statua, mentre l’in-
tera struttura è più bassa di 48 m rispetto al triplo dell’altezza 
del basamento. Quanto è alta la sola statua? [46 m]

INTORNO A NOI  Per preparare un cappuccino e un frappè ti occorrono complessivamente 275 mL di 
latte, e la quantità di latte del frappè supera quella del cappuccino di 25 mL. Determina le due quantità di 
latte necessarie. [125 mL; 150 mL]
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4.  Metodo di riduzione

INTORNO A NOI  Un cameriere deve allestire 
una sala del ristorante per gli ospiti di un conve-
gno. Se dispone 6 persone per tavolo, un tavolo 
rimane vuoto; se dispone 4 persone per tavolo, 
rimangono da posizionare due persone. Quanti 
sono gli ospiti del convegno? [18]

INTORNO A NOI  In un supermercato, uno 
scaffale contiene biscotti confezionati in pacchi 
da 400 g e 700 g, per un peso complessivo di 
260  kg. A metà giornata risultano venduti 30 
pacchi da 400 g e 20 da 700 g e ne rimangono in 
totale 450. Qual era inizialmente il numero di 
pacchi di ciascun tipo? [300; 200]

Determina l’ampiezza degli angoli del triangolo 
ABD. [60°; 40°; 80°]

A C D

B

°D CBD2
5

10–=W W

°D BDA 04
1

2= +W W

4. Metodo di riduzione
 → Teoria a pagina 666

TEST In uno solo dei seguenti sistemi è stato applicato correttamente il metodo di riduzione. Quale?

A
x y

x y

3 1
2 2
- =

- + =-

y5 3- =

(
   

B
x y

x y

2 3
6

+ =-

- =

x 3=

(
   

C
x y

x y

2 8 0
2 2 7
- =

+ =-

y10 7- =

(
   

D
x y

x y

8
2

- =

+ =

x2 6=

(

Sistemi con equazioni che hanno termini uguali o opposti

▶ Risolviamo con il metodo di riduzione il seguente sistema.

x y

x y

4 5

7 4 9

- =

- =-
)

xx14 " "= = =- 3
7

x y

x y

5
7 9

6
14

4

4

=

= -

-

-

-

x6-

(

Mettiamo a sistema x 3
7

=-  con una delle equazioni iniziali e procediamo per sostituzione.

6
11

yx y

x

y y y

x

4 5 4 5 7 12 15 12
22

3
7

3
7

3
7

"

" " "- =

=

- = - - = =-

=-

=-

-

-* *
La coppia ;3

7
6

11
- -` j è la soluzione del sistema.

Risolvi i seguenti sistemi applicando il metodo di riduzione.

x y

x y

6 3

2 5

- =

- - =-
* [(1; 3)]

x y

x y

3 2 1

3 4 7

- + =

- =
* ;3 4- -^ h6 @

143 144

145

  ATTIVITÀ 
INTERATTIVA

146

COME SI FA

– sottrarre la seconda equazione dalla prima è conveniente 
perché i coefficienti di y sono uguali

risolviamo l’equazione in x
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CAPITOLO 12. SISTEMI LINEARI

x y

x y

2 0

4 9-

+ =

+ =-
* ;2

3 3-a k; E
x y

x y

2 5

2 10

- + =

- =
* [impossibile]

x y

x y

3 8

16

- =

+ =
* [(6; 10)]

x y

x y

3

5

+ =

- =
* ;4 1-_ i8 B

x y

y x

7

3 0

0

+ =

- =

-

-
* [impossibile]

y x

x y

2 3

2

=- +

- =
* ;3 3

5 1
-b l< F

x

x y

y2
3
1 2 6

1

8 3-

- =

+ =

* ;2
11 1- -a k; E

,

, ,

x y

x y

2 0 3 2

0 5 0 7 1

1

-

- =

- =

-* ;5
11 3-b l< F

x

x y

y x2 2

3 4
9

16 4 302 2
-

- =

+ = -^ h* ;4
33 2a k; E

y y x y

y x

5 3 4

8 18 11 0

6 2
+ + - = +

- - =

^ ^ ^h h h) ;6
1 1-b l< F

x y x x

x y

2 2 3 2 1 2 1

4
3 1

2
6 1

0

32
- + = - +

-
+

-
=

^ ^ ^h h h* ;3 6
7 5
-a k; E

Sistemi con equazioni che non hanno termini uguali o opposti

▶ Risolviamo con il metodo di riduzione il seguente sistema.

x y

x y

3 5 2

2 4 6

+ =-

- =
*

•   Moltiplichiamo entrambi i membri della prima equazione per 2-  e quelli della seconda per 3, in modo 
che i coefficienti della x siano opposti e applichiamo il principio di riduzione. 

$ x y

x y

x y

x y

3 5 2

2 4 6
10 4
12 18

2

3

6

6
"

$

+ =-

- =

- =

- =

- -

+

1yy22 22 "- = =-

^ h) (

• Mettiamo a sistema y 1=-  con una delle equazioni iniziali o a loro equivalenti e ricaviamo x mediante 
sostituzione.

( ) 1x

y

x y

y

x x6 12 18

1

6 12 18 6 18 12

1

1
"

" "$

=

- =

=-

- = = - =

-

-
) (

La soluzione del sistema è ;1 1-^ h.
Risolvi i seguenti sistemi applicando il metodo di riduzione.

x y

x y

3 4 2

5 3

- + =

- =
* ;2 1- -^ h6 @

x y

x y

6 6 1

12 14 1

+ =-

+ =
* ;3

5
2
3

-a k; E

x y

x y

3 3 2

4 1

- + =

=+
* ;3

1
3
1

-b l< F

x y

x y

3
1 2 3

14

2 4
5

+ =

- =-

* ;2
1

4
9a k; E

149

150

151

152

153

154

155

156

157

158

159
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4.  Metodo di riduzione

x y

x y

2
1

6
1 1

3 6-

+ =

- =-

* [indeterminato]

x y

x y

11 3 2

4 3
2 6

+ =

- =
* ;1 3-^ h6 @

x y

x y

5 2 3

2 3 14

- =
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YOU & MATHS  Use elimination to solve the two following systems, and explain your solutions by con-
structing graphs on the Cartesian plane.
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Risolvi i seguenti problemi con il metodo di riduzione.

EDUCAZIONE FINANZIARIA  Quanto costano 1 kg 
di broccoli e 1 kg di cavolfiori? [€ 2,20; € 2,60]

Il perimetro della figura è di 52 cm e la differen-
za tra il doppio di a e il triplo di b è di 11 cm. 
Trova le misure di a e b. [10; 3]
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EDUCAZIONE FINANZIARIA  Il biglietto del mu-
seo comunale di scienze naturali ha due tariffe: 
una per residenti e una per non residenti. Un 
gruppo formato da 6 residenti e 5 non residenti 
spende € 70. Quanto spenderebbe un gruppo di 
18 residenti e 15 non residenti? [€ 210]

RIFLETTI SUL RISULTATO Sapresti calcolare quanto 
spenderebbe un gruppo di 8 residenti e 7 non re-
sidenti? Perché?
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5 kg di broccoli e 
2 kg di cavolfiori: € 16,20

3 kg di broccoli e 
7 kg di cavolfiori: € 24,80
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